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Résumé
Dans cet article, nous énumérons et étudions systématiquement des catégories

spécifiques des hypergroupes de F. Marty d’ordre 3 : les hypergroupes canoniques
et les hypergroupes renaissants de J. Mittas et les hypergroupes très fins de Th.
Vougiouklis. Cette étude est complétée par l’introduction, la caractérisation et la
classification des hypergroupes hypocomplets ainsi que par l’explicitation du poset
des hypergroupes d’ordre 2.

Abstract
In this article we systematically enumerate and study specific categories of Mar-

ty’s hypergroups of order 3 : Mittas’s canonical hypergroups and renaissant hyper-
groups and Vougiouklis’s very-thin hypergroups. This study is completed with the
introduction characterisation and classification of hypocomplete hypergroups and
the explication of the posets of the hypergroups of order 2.
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Introduction

F. Marty a introduit en 1934 la notion d’hypergroupe [20, 21, 22]. (H, .) est
un hypergroupe si (.) : H×H → p(H) est une hyperopération associative pour
laquelle l’axiome de reproduction hH=Hh=H est valide pour tout h de H. Par
la suite Th. Vougiouklis a défini les Hv-groupes généralisant les hypergroupes
et pour lesquels l’associativité est affaiblie [14].

Les premiers résultats de nos travaux ont été présentés au Congrès Natio-
nal d’Algèbre et de Théorie des Nombres à Ioannina en 2004 ainsi que dans
une note [1]. En effet, après nous être intéressés à l’énumération des hyper-
groupes d’ordre 3 [5], nous construisons maintenant explicitement le poset
des hypergroupes d’ordre 2. Puis nous présentons des résultats sur les hyper-
groupes canoniques et les hypergroupes renaissants d’ordre 3, qui sont des
hypergroupes spécifiques introduit par J. Mittas respectivement en 1969 et
1984. Nous étudions aussi les hypergroupes très fins définis par Th. Vougiouklis
[31]. Nous les exploitons afin d’étudier le poset de l’ensemble des hypergroupes
d’ordre n. Ce poset est muni d’une relation d’ordre partiel initialement définie
par Th. Vougiouklis [32]. Enfin nous introduisons les hypergroupes hypocom-
plets, les caractérisons et les classifions.

1 Le poset des hypergroupes d’ordre 2

Définition 1. Un poset (partially ordered set) P = (P,≤) est un ensemble P
muni d’un ordre partiel ≤.

R. Fräıssé et N. Lygeros ainsi que C. Chaunier et N. Lygeros se sont at-
tachés à l’énumération des posets [12, 8, 9, 10]. Puis C. Chaunier et N. Lygeros
ainsi que N. Lygeros et M. Mizony les ont reliés à la notion de groupe d’auto-
morphismes [11, 19]. Ces travaux ont été repris pour l’énumération des modèles
mixtes [6, 7].
A l’instar des hypergroupes qui permettent d’étudier la structure des schémas
mentaux que nous utilisons dans la théorie des groupes et qui permettent
d’établir la liste de ceux qui supportent cette généralisation, les Hv-groupes
permettent de mettre en évidence via une propriété qui est fausse pour les
hypergroupes, la structure du poset générée par cette propriété lorsque nous
effectuons la restriction des Hv-groupes aux hypergroupes.

En effet nous pouvons considérer le poset des Hv-groupes puisqu’il existe
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une propriété qui s’appuie sur la faible associativité de ceux-ci. Examinons
cette propriété. Pour cela considérons deux Hv-groupes (H, .) et (H, ∗) définis
sur le même ensemble. Alors l’hyperopération (.) est appelée inférieure ou égale
à (∗) si et seulement s’il existe f ∈ Aut(H, ∗) telle que xy ⊂ f(x∗y) pour tous
les couples (x, y) dans H . Une conséquence basique de cette définition c’est que
toute opération plus grande que celle d’un Hv-groupe définit un Hv-groupe.

Aussi nous avons une construction naturelle du poset des Hv-groupes. Et
comme les hypergroupes au sens de F. Marty sont inclus dans les Hv-groupes
nous pouvons considérer le sous-poset du poset initial même si la propriété
n’est pas héréditaire dans ce cas. Pour les hypergroupes d’ordre 2 nous avons
le poset suivant :

Diagramme de Hasse
Représentation par inclusion de cercles

Fig. 1 – Poset des hypergroupes d’ordre 2

En termes de poset sa longueur est maximale puisque les 4 H de l’hy-
pergroupe complet sont tous décomposés jusqu’à atteindre l’hypergroupe iso-
morphe au groupe cyclique Z2. Il est donc de même longueur que le poset des
Hv-groupes. Cela provient entre autres du fait que l’hypergroupe complet est
maximal et le groupe minimal pour les deux posets.

Par ailleurs, le diagramme de Hasse du poset des hypergroupes met en
évidence la différence fondamentale qui existe entre la cyclicité et la projecti-
vité puisque l’hypergroupe projectif en tant qu’atome incomparable au groupe
cyclique n’appartient pas à la châıne maximale. Quant à la non commutativité,
elle est bien visible puisque les deux hypergroupes non commutatifs sont situés
symétriquement sur la châıne maximale [17], au même niveau pour l’ensemble
du poset ce qui explique l’ordre de son groupe d’automorphismes. Ainsi nous
voyons que le poset des hypergroupes au sens de F. Marty via le poset des Hv-
groupes, permet de visualiser des propriétés qui caractérisent les hypergroupes
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sans nécessairement passer par la nature intrinsèque de ceux-ci. Le poset en
tant que structure combinatoire simple conserve via son squelette une informa-
tion sur les relations entre hypergroupes et non seulement les hypergroupes.

2 Catégories spécifiques d’hypergroupes

d’ordre 3

2.1 Hypergroupes canoniques

L’introduction des hypergroupes canoniques par J. Mittas [28, 29] ne s’est
pas effectuée de manière linéaire. En effet elle a été précédée des notions d’hy-
percorps et d’hypercorps valué créées en 1956 par M. Krasner. Ce dernier a
aussi élaboré la notion d’hyperanneau en 1966. Le point de vue de J. Mittas
fut autre [2]. Connaissant l’existence de la notion d’hypergroupe au sens de F.
Marty, il a réalisé que la restriction à la structure additive de la notion d’hy-
percorps ou d’hyperanneau se ramenait à considérer une classe spéciale d’hy-
pergroupes et c’est cette classe qu’il a dénommée hypergroupes canoniques et
qu’il a notée additivement. Ces derniers peuvent désormais être définis de la
manière suivante selon une axiomatique classique :

Définition 2 (J. Mittas [25, 26, 27]). Un hypergroupe est canonique s’il
vérifie les cinq axiomes suivants :

(i) Associativité : x(yz) = (xy)z
(ii) Commutativité : xy = yx
(iii) Neutralité : Il existe 1 ∈ H tel que, pour tout x ∈ H, nous avons

x.1 = x (un tel élément est évidemment unique et nous l’appelons neutre
de H)

(iv) Opposition : Pour tout x ∈ H, il existe un et un seul x′ ∈ H tel
que, 1 ∈ xx′ (un tel x′ sera noté aussi x−1 et dit l’inverse de x et nous
poserons x/y = xy−1)

(v) Réciprocité : z ∈ xy ⇒ y ∈ z/x.

De ces axiomes, J. Mittas a pu montrer de manière élémentaire que les
ensembles de sous-hypergroupes de H qui sont inversibles, clos, canoniques et
contenant le neutre de H cöıncident. Cela permet aussi de montrer que si R
est une relation d’équivalence normale dans H , l’ensemble des classes H/R est
un hypergroupe canonique.
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H1 = ({a}, {b}, {b}, {a}) H2 = ({a}, {b}, {b}, H)
H3 = ({a}, {b}, H, H) H4 = ({a}, H, {b}, H)
H5 = ({a}, H, H, {b}) H6 = ({a}, H, H, H)
H7 = ({b}, H, H, H) H8 = (H, H, H, H)

Liste des hypergroupes d’ordre 2

En exploitant cette caractérisation de J. Mittas et la classification de Th.
Vougiouklis des hypergroupes d’ordre 2, nous en déduisons que les hyper-
groupes H3 et H4 ne sont pas canoniques car ils ne sont pas commutatifs. Idem
pour les hypergroupes H5, H6, H7 et H8 car ils n’ont pas d’élément neutre. Et
avec les axiomes d’opposition et de réciprocité nous pouvons vérifier que H1

et H2 sont canoniques. Ainsi les hypergroupes canoniques à l’ordre 2, sont le
groupe cyclique et l’hypergroupe H2. Pour retrouver directement ce résultat
sans faire appel à la classification, nous considérons la table de Cayley en
imposant les contraintes de commutativité et de neutralité et nous n’avons
à déterminer que le carré b2 qui doit nécessairement être différent de b pour
respecter les axiomes d’opposition et de réciprocité [2].

En exploitant la caractérisation de J. Mittas et la classification de R. Bayon
- N. Lygeros des hypergroupes à l’ordre 3, nous obtenons 37 hypergroupes avec
élément neutre dont 28 sont abéliens.

Parmi ces 28 hypergroupes abéliens avec élément neutre, nous trouvons 10
candidats qui vérifient les axiomes d’opposition et de réciprocité.

Théorème 1. Il existe, à isomorphie près, 10 hypergroupes canoniques à
l’ordre 3.

5



Hi 1 ≤ i ≤ 10 |Aut(Hi)|
({a}, {b}, {c}, {b}, {c}, {a}, {c}, {a}, {b}) 3
({a}, {b}, {c}, {b}, {ac}, {b}, {c}, {b}, {a}) 6
({a}, {b}, {c}, {b}, {ab}, {c}, {c}, {c}, {ab}) 6
({a}, {b}, {c}, {b}, {ac}, {bc}, {c}, {bc}, {ab}) 3
({a}, {b}, {c}, {b}, H, {b}, {c}, {b}, {a}) 6
({a}, {b}, {c}, {b}, H, {b}, {c}, {b}, {ac}) 6
({a}, {b}, {c}, {b}, H, {bc}, {c}, {bc}, {ab}) 6
({a}, {b}, {c}, {b}, {b}, H, {c}, H, {c}) 3
({a}, {b}, {c}, {b}, {bc}, H, {c}, H, {bc}) 3
({a}, {b}, {c}, {b}, H, {bc}, {c}, {bc}, H) 3

Liste des hypergroupes canoniques d’ordre 3

Diagramme de Hasse
Représentation par inclusion de cercles

Fig. 2 – Poset des hypergroupes canoniques d’ordre 3
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2.2 Hypergroupes renaissants

Définition 3 (J. Mittas [24, 23, 30]). Nous disons qu’une hyperopération
x.y définie sur un ensemble H, que nous supposons encore associative, vérifie
la propriété de la renaissance si pour tout x ∈ H, il existe un n tel que xn = H.

Définition 4. (H, .) est un demi-hypergroupe si (.) : H × H → p(H) est une
hyperopération associative.

Proposition 1 (J. Mittas). Dans tout demi-hypergroupe la propriété de la
renaissance entrâıne la reproductivité et, par conséquent, le demi-hypergroupe
est un hypergroupe, appelé hypergroupe renaissant.

C’est ainsi que J. Mittas a introduit pour la première fois en 1984, la
notion d’hypergroupes renaissants qui constituent une catégorie spécifique des
hypergroupes single-power. Il a aussi défini la hauteur et le gradient de la
manière suivante : le plus petit n = h ∈ N pour lequel nous avons an = H
est dit hauteur du sous-ensemble non vide A de H et nous la notons [A]. Si
A = {x}, h est appelé hauteur de l’élément x et nous posons [x] = h. Si A = ∅
nous posons par définition [∅] = +∞.
Le plus petit entier naturel g > 1 tel que A ⊂ Ag est dit grade du sous-ensemble
A 	= ∅ et de H et nous le notons g = (A). Si A = {x}, g est appelé grade de
x et l’expression A ⊂ Ag équivaut évidemment à x ∈ xg. Si A = ∅ ou H , nous
posons par définition (A) = 1.

De ce formalisme, J. Mittas a déduit le théorème de caractérisation des
hypergroupes renaissants.

Théorème 2 (J. Mittas [30]). Pour qu’un hypergroupe (H, .) soit renaissant
il faut et il suffit que :

(i) H n’inclue pas de parties stables.
(ii) Toute châıne de la forme A ⊂ A2 ⊂ A3 . . . extraite de H soit de

longueur finie.

En exploitant cette caractérisation de J. Mittas et la classification de Th.
Vougiouklis des hypergroupes d’ordre 2 nous en déduisons que les hypergroupes
H1 à H6 ne sont pas renaissants car ils ont un élément projectif et donc une
partie stable. Les hypergroupes H7 et H8 sont renaissants car pour le premier
comme b2 = H nous avons a4 = b2 = H et pour le second a2 = b2 = H . Nous
pouvons retrouver directement ce résultat sans faire appel à la classification
[15]. En effet, en excluant la projectivité, nous avons a2 = {b} ou H et b2 =
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{a} ou H i.e. 4 configurations possibles. La configuration scalaire engendre
une stabilité à l’ordre 4 ; elle est donc exclue. Les configurations croisées se
ramènent à l’hypergroupe ({b}, H, H, H) ou (H, H, H, {a}). Et la configuration
complète s’identifie à l’hypergroupe complet (H, H, H, H). En exploitant la
caractérisation de J. Mittas et la classification de R. Bayon - N. Lygeros des
hypergroupes d’ordre 3 via le partitionnement des groupes d’automorphismes
nous avons le résultat suivant :

Théorème 3. Il existe, à isomorphie près, 2827 hypergroupes renaissants à
l’ordre 3.

Plus explicitement nous présentons, dans le tableau suivant, le nombre
d’hypergroupes renaissants classés suivant l’ordre de leur groupe d’automor-
phismes.

|Aut(H)|
1 4
2 9
3 131
6 2683

Hypergroupes renaissants d’ordre 3 suivant leur groupe d’automorphismes

Nous présentons aussi ici le nombre d’hypergroupes ayant un nombre donné
d’éléments single-power.

Définition 5. Un élément x d’hypergroupe (H, .) est dit single-power s’il existe
h ∈ N tel que xh = H.

Un hypergroupe renaissant est un hypergroupe ayant tous ses éléments
single-power.

0 1 2

|Aut(H)|
1 2 - -
2 1 - -
3 24 31 58
6 106 405 545

Hypergroupes et éléments single-power suivant leur groupe d’automorphismes
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2.3 Hypergroupes très fins

Dans le cadre de la généralisation des hypergroupes au sens de F. Marty, Th.
Vougiouklis a introduit la notion d’hyperstructure qu’il a nommée Hv-structure
et qui constitue la généralisation des hyperstructures algébriques comme les
hypergroupes et les hyperanneaux. Un cas particulier de cette généralisation,
c’est celui d’hyperstructure très fine. Plus explicitement une Hv-structure s’ap-
pelle très fine si toutes ses hyperopérations sont uniformes, sauf une et une
seule ; dont aussi tous les produits sont des singletons, sauf un seul produit,
qui est un sous-ensemble non vide. Avec L. Konguetsof et S. Spartalis, Th.
Vougiouklis [13] a établi la proposition suivante.

Proposition 2 (L. Konguetsof, Th. Vougiouklis, S. Spartalis [13]).
Soit (H, .) un Hv-groupe fini très fin d’ordre n > 1. Soient a et b les seuls
éléments de H tels que ab = A soit d’ordre strictement supérieur à 1.

(i) ou bien pour tout v de H −{a} ; va = a et deux cas sont à considérer :
si n = 2, alors il existe une loi de groupe (∗) sur H, telle que a ∗ b ∈ A
et x ∗ y = xy pour tous x, y de H − {(a, b)},
si n ≥ 3, alors a = b, H − {a} est un groupe, A = H ou A = H − {A},

(ii) ou bien il existe v de H tel que v 	= a et va 	= a, alors il existe une
loi de groupe (∗) presque associative sur H i.e. l’associativité se vérifie
partout, sauf éventuellement pour les triplets d’éléments où se présente
le produit a ∗ b, telle que a ∗ b ∈ A et x ∗ y = xy pour tous x, y de
H − {(a, b)}.

Ainsi si nous désirons caractériser les hypergroupes très fins il suffit de
considérer la première partie de la proposition.

A présent, si nous considérons le poset des Hv-groupes et sa restriction,
le poset des hypergroupes, nous pouvons examiner la maximalité de la plus
longue châıne de chacun d’entre eux. Une châıne ayant la propriété de maxi-
malité est de longueur 1 + (n − 1)n2. Pour n = 2, nous avons établi que les
châınes maximales ont même longueur puisque la châıne maximale du poset
des hypergroupes qui est inclus dans le poset des Hv-groupes est maximale i.e.
de longueur 1.22 + 1. En d’autres termes, elle débute avec le groupe cyclique
et aboutit à l’hypergroupe complet.

Ensuite nous remarquons que si la châıne maximale du poset des hyper-
groupes a la propriété de maximalité alors elle doit traverser les hypergroupes
très fins.
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Pour n = 3, avec la caractérisation L. Konguetsof - S. Spartalis - Th. Vou-
giouklis, nous obtenons deux hypergroupes très fins : HF1 = ({a}, {b}, {c}, {b},
{ac}, {b}, {c}, {b}, {a}) et HF2 = ({a}, {b}, {c}, {b}, H, {b}, {c}, {b}, {a}) et
nous remarquons que l’hyperopération de HF1 est incluse dans l’hyperopération
de HF2. De plus par la classification de R. Bayon - N. Lygeros des hypergroupes
d’ordre 3 nous n’avons que 7 hypergroupes minimaux absolus dont HF1. Et
comme HF2 a un produit à 3 termes, nous en déduisons que la châıne maximale
n’a pas la propriété de maximalité.

Pour n ≥ 4, via la caractérisation, nous avons que A = H donc |A| ≥ 4
ou A = H − {a} donc |A| ≥ 3. Dans tous les cas A n’est pas d’ordre 2. Par
conséquent, nous n’avons pas la propriété de maximalité. Nous avons donc le
théorème suivant [4] :

Théorème 4. Pour n ≥ 3, la châıne maximale du poset des hypergroupes n’a
pas la propriété de maximalité.

3 Les hypergroupes hypocomplets

3.1 Hyperproduits complets

Définition 6. Un hyperproduit xy d’un hypergroupe (H, .) est dit complet si
xy = H.

Une manière puissante d’aborder les groupes au sens de F. Marty (associa-
tivité forte) ou au sens de Th. Vougiouklis (associativité faible) qui sont des
généralisations successives de la notion de groupe, c’est de les examiner via
leur groupe d’automorphismes [16, 3]. Cette dernière notion dont le caractère
classifiant est fort permet de les distinguer de manière intrinsèque. De plus en
croisant l’information obtenue avec la nature de l’hypergroupe, nous parvenons
à une partition très fine de ces derniers. Ainsi pour les hypergroupes d’ordre 2,
d’après la classification de Th. Vougiouklis nous avons 2 hypergroupes dont le
groupe d’automorphismes est d’ordre 1 et 4 hypergroupes dont le groupe d’au-
tomorphismes est d’ordre 2. Nous voyons ainsi que même dans le cas le plus
simple, la notion de groupes d’automorphismes permet de faire une distinction.
De même pour les hypergroupes d’ordre 3, d’après la classification de R. Bayon
- N. Lygeros nous avons respectivement 6, 10, 244 et 3739 hypergroupes dont
le groupe d’automorphismes est d’ordre 1, 2, 3 et 6 respectivement. Cependant
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la notion de groupe d’automorphismes peut aussi servir à partitionner les hy-
pergroupes dans un cadre totalement différent qui est celui de l’énumération
en fonction du nombre d’occurrences de la totalité de l’hypergroupe dans les
hyperproduits. Pour les hypergroupes d’ordre 2 nous avons les résultats sui-
vants :

0 1 2 3 4

|Aut(H)| 1 - - 1 - 1
2 1 1 2 2 -

Total 1 1 3 2 1

Hyperproduits complets à l’ordre 2 suivant leur groupe d’automorphismes

Et pour les hypergroupes d’ordre 3 nous avons les résultats suivants :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

|Aut(H)|
1 2 - - 1 - - 2 - - 1
2 1 - - 5 - - 4 - - -
3 12 11 46 36 61 41 22 13 2 -
6 12 58 317 819 1143 921 386 77 6 -

Total 27 69 363 861 1204 962 414 90 8 1

Hyperproduits complets à l’ordre 3 suivant leur groupe d’automorphismes

De cette manière nous pouvons remarquer que la fonction qui représente le
nombre d’hypergroupes selon le nombre de H dans les hyperproduits est uni-
modale (au moins jusqu’à cet ordre) mais que ce n’est pas le cas si nous nous
restreignons aux hypergroupes dont le groupe d’automorphismes est d’ordre
3. Ainsi dans la masse exponentielle des hypergroupes, la notion de groupe
d’automorphismes permet de faire des distinctions et de déterminer certaines
propriétés comme la rigidité, la divisibilité ou encore le caractère abélien alors
que ces informations seraient inaccessibles sans cette intervention. C’est pour
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cette raison que nous considérons que les groupes revivent dans les hyper-
groupes à travers leur groupe d’automorphismes. Même généralisé, le groupe
continue à jouer un rôle fondamental.

3.2 Enumération d’hypergroupes hypocomplets

Définition 7 ([18]). Un hypergroupe est dit hypocomplet lorsque toutes ses
hyperopérations à l’exception d’une seule, sont complètes.

Proposition 3. La structure définie par aa = S 	= H et ∀(x, y) ∈ H2 	=
(a, a) xy = H est un hypergroupe hypocomplet abélien.

Démonstration. – La structure est abélienne par définition puisque l’unique
produit différent des autres est un carré.

– La structure vérifie l’axiome de reproduction puisqu’il existe toujours un
H dans chaque colonne et dans chaque ligne de sa table.

– La structure est associative car :
a(aa) = S = (aa)a
x(yz) = xH = H = Hz = (xy)z pour x, y, z 	= a
a(yz) = aH = H = Hz = (ay)z pour y, z 	= a
x(ya) = xH = H = Ha = (xy)a pour x, y 	= a.

– La structure est un hypergroupe et elle est donc hypocomplète.

Théorème 5. Le nombre d’hypergroupes hypocomplets abéliens H est égal à
2(n − 1) à isomorphie près pour |H| = n.

Démonstration. Soit (H, .) un hypergroupe hypocomplet tel que |H| = n. Sans
perte de généralité nous supposons que aa est le seul hyperpoduit non complet.
Soit aa = S et aa = R (engendrant les hypergroupes HS et HR). Nous avons
1 ≤ S ≤ n − 1 et 1 ≤ R ≤ n − 1.
Si |S| 	= |R| alors HR 	∼= HS.
Si |S| = |R|, il existe 2 classes d’equivalence, en effet :

– si a ∈ S et a ∈ R alors HR
∼= HS,

– si a ∈ S et a 	∈ R alors HR 	∼= HS, ce qui est isomorphe à a 	∈ S et a ∈ R,
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– si a 	∈ S et a 	∈ R alors HR
∼= HS.

Par conséquent il existe 2(n − 1) hypergroupes hypocomplets abéliens.

Proposition 4. : La structure définie par ab = S 	= H et S 	= {a} ou S 	= {b},
et ∀(x, y) ∈ H2 	= (a, b) xy = H est un hypergroupe hypocomplet non abélien.

Démonstration. – La structure est non abélienne par définition puisque
ab = S 	= H = ba

– La structure vérifie l’axiome de reproduction pour la même raison que
la proposition précédente.

– La structure est associative car
a(aa) = H = (aa)a, b(bb) = H = (bb)b
x(yz) = xH = H = Hz = (xy)z pour x, y, z 	= a, b ; pour un seul a ou b
dans x, y, z voir proposition précédente.
a(bz) = aH = H = sz = (ab)z idem pour les permutés a(yb) = aH =
H = Hb = (ay)b idem pour les permutés a(ba) = aH = H = Sa = (ab)a
a(ab) = aS = H = Hb = (aa)b

Remarque 1. Si ab = a la structure n’est pas associative car (ab)b = ab =
a 	= H = aH = a(bb).
Si (aa)b = Hb = H 	= b = ab = a(ab) la structure n’est pas associative car
(aa)b = Hb = H 	= b = ab = a(ab).

Théorème 6. Le nombre d’hypergroupes hypocomplets non abéliens est égal à
4(n − 2) à isomorphie près pour |H| = n.

La démonstration est analogue à celle du théorème 5.

Théorème 7. Le nombre d’hypergroupes hypocomplets est égal à 6n − 10 à
isomorphie près pour |H| = n.

Ce théorème est la combinaison des théorèmes 5 et 6.
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4 Algorithme

4.1 Structure de données

Nous représentons un ensemble H tel que |H| = n par H = {2i/i ∈
{0, . . . , n− 1}}. Il est alors judicieux d’utiliser des opérateurs logiques comme
outils de manipulation des ensembles. Par exemple si A ⊂ H et B ⊂ H alors
A ∪ B ↔ A + B où + est le ou logique et A ∩ B ↔ A.B où . est le et logique.
Ensuite nous codons la table de Cayley en base n!− 1. Chacun des chiffres du
nombre obtenu représente un élément de la table de Cayley.

4.2 Structure de l’algorithme

4.2.1 Génération des hypergroupes et partitionnement

Pour générer les candidats hypergroupes nous disposons d’un compteur en
base n! − 1. Ce compteur énumère l’ensemble des nombres à n2 chiffres. Nous
élaguons au fur et à mesure de la génération des candidats en vérifiant de
manière dynamique l’axiome de reproduction sur le produit de l’hyperopération.
Si l’axiome de reproduction est vérifié, nous testons ensuite son associativité.

Si le candidat vérifie les deux propriétés, il s’agit d’un hypergroupe alors
nous déterminons la partition à laquelle il appartient. Nous partitionnons alors
les hypergroupes suivant le nombre d’hyperproduits xy d’ordre donné. Nous
obtenons ainsi un partitionnement plus fin et plus uniforme de l’ensemble des
hypergroupes. Nous pouvons aussi avec ce partionnement construire rapide-
ment le poset des hypergroupes.

4.2.2 Test d’isomorphie

Définition 8. Deux hypergroupes (H, .) et (H, ∗) sont isomorphes s’il existe
f ∈ Aut(H, ∗) tel que ∀(x, y) ∈ H2 xy = f(x ∗ y).

Il nous suffit donc de pré-calculer Sn et de vérifier pour chaque paire d’hy-
pergroupes
((H, .), (H, ∗)) s’il existe f ∈ Sn tel que f((H, ∗)) = (H, .).

Pour simplifier l’énumération des hypergroupes, nous n’effectuons donc
les tests d’isomorphie qu’entre hypergroupes de même partition. Nous obte-
nons ainsi l’ensemble des hypergroupes non isomorphes deux à deux, ainsi que
l’ordre de leur groupe d’automorphismes.
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