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Notons pn le n-e nombre premier et n son rang. A. Vavoda a pośe une
śerie de questionssur l’ensemble des restesde la division euclidienned’un
nombre premier par son rang, parmi lesquellescelle sur sa finitude. C’est à
M. Balazard qu’il revient d’avoir démontr é que cet ensemble est infini. Par
ailleurs A. Vavoda a demand́e si l’on peut trouver trois (ou plus) nombres
premiersconśecutifs ayant le mêmerestepour cette division? Cette question
a ét́e résoluepar M. Balazard de manìere affirmativ e en donnant la solution
suivante : 1181=6·194+17,1187=6·195+17, 1193=6·196+17. Cette solution,
comme nous allons le montrer par la suite est la plus petite solution du
problèmede A. Vavoda.

Notre but est de préciserun peu plus cette réponseen décrivant explicite-
ment l’ensemble dessolutionsdu problèmepośe pour trois nombrespremiers
et de donner desexemplesexplicites jusqu’à sept nombres premiersen pro-
gressionarithmétique.

Lemme 1 : Soient m nombrespremiersconśecutifspn , pn+1 , pn+2 , ..., pn+ m− 1

de la forme pk = akk + r , où pn est le n-e nombre premier et r le reste de la
division euclidiennedu nombre premier par son rang alors tous les ak sont
égaux.

Preuv e : Commeak est le quotient de la division euclidiennedepk par k,
on a pk /k − 1 < ak ≤ pk /k . Soit δ = ak+1 − ak . Alors pk+1 − pk = ak + δk+ δ. Si
ak+1 est inférieur à ak , alorsδ ≤ − 1, et pk+1 − pk ≤ ak − k− 1 ≤ pk /k − k− 1 ≤
logk + loglogk − k − 1 grâceau lemmesuivant :
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Lemme (Rosseret Schoenfeld) Pour k ≥ 6, pk ≤ k(logk + loglogk).
Cela donnerait pk+1 − pk ≤ 0 pour k ≥ 6, d’où contradiction.
Si ak+1 estsuṕerieur à ak , alorsδ ≥ 1, et pk+1 − pk ≥ k+ ak + 1 ≥ k ≥ pk

log pk

pour k ≥ 4 grâceau lemmesuivant :
Lemme (Dusart) Pour k ≥ 2, pk ≥ k(log k + loglogk − 1)
Ce qui est incompatible avec le lemmesuivant :
Lemme (Dusart) L’in tervalle [x, x+ x

2 log2 x
] contient au moinsun nombre

premier pour x ≥ 3275.

Lemme 2 : Soient m nombrespremiersconśecutifspn , pn+1 , pn+2 , ..., pn+ m− 1

de la forme pk = ak + r , où pn est le n-e nombre premier et r le reste de la
division euclidiennedu nombre premier par sonrang alors, pour n > 2, a est
congru à 0 modulo 6.

Preuv e : Il est trivial que a est pair car il faut au moins 3 nombres
premiers.Pour n > 2, le produit pn+1 pn+2 ne doit pasêtre congruà 0 modulo
3, cela imposeà 2a2 + 1 de ne pas être congru à 0 modulo 3 donc a est un
multiple de 3.

Lemme 3 : Soient m nombrespremiersconśecutifspn , pn+1 , pn+2 , ..., pn+ m− 1

de la forme pk = ak + r , où pn est le n-e nombre premier et r le reste de la
division euclidiennedu nombre premier par sonrang alorspour a congruà 2,
4, 6, 8 modulo 10, le problèmen’a pasde solution pour un nombre suṕerieur
ou égal à cinq nombres premiersconśecutifs.

Preuv e : Pour n > 3, un nombre premier impair, dans la base10, ne
peut avoir pour chiffre desunit ésque 1, 3, 5, 7 ou 9. Pour a congru à 2, 4, 6
ou 8 modulo 10, quel quesoit le chiffre desunit ésdepn , il y aura un 5 parmi
les chiffres desunit ésdesnombrespn+1 , pn+2 , pn+3 , pn+4 .

Ainsi pour trois et quatre nombres premiersconśecutifs a est congru à 0
modulo 6. Et pour cinq (et plus) nombrespremiersconśecutifs, a est congru
à 0 modulo 30. Ces deux lemmessont optimaux ainsi que le montrent les
résultats que nousavons obtenus à l’aide de Maple, MuPAD et Pari.

nombre de k − uplets a = 6 a = 12 a = 18
nombre de triplets 11 531 59253

nombre de quadruplets 1 28 2463
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rang et nombre premier a = 6 a = 12 a = 18 a = 24 a = 30
premier triplet 194 40123 10553419 3140422032 1003652348061

1181 481489 189961591 75370128893 30109570442659
premier quadruplet 271 41181 10556627 3140440470 1003652378080

1741 495377 190021963 75370590959 30109571372759
premier quintuplet − − − − 1003652392516

− − − − 30109571823599
premier sextuplet − − − − 1003653970688

− − − − 30109620819077

Pour a = 6, il y a un seulquadruplet à savoir : 1741= 6·271+115,1747=
6·272+115,1753= 6·273+115,1759= 6·274+115(solution quenousnoterons
par 271) et 11 triplets notés: 194,199,218,271,272,291,339,358,387,419
et 426.

Pour a = 18, le dernier triplet correspond à n = 27067108avec pn =
514274993et le dernier quadruplet à n = 27066411avecpn = 514261273.

Pour a = 30, le deuxiemequintuplet correspond à n = 1003653943255
avec pn = 30109619964181.Quant au dernier sextuplet de la fen̂etre il cor-
respond à n = 2636892436268avecpn = 81743644268701.

Nouspouvonsêtre plus précissur la condition nécessairepour l’obtention
de solutions.

Th éorème : Soit k un nombre premier, s’il existeun k-uplet de nombres
premiersconśecutifs, dont le premier est strictement suṕerieur à a, tels que
les restesdes divisions des nombres premiers par leur rang respectif soient
égauxalors a est congru à 0 modulo

∏k
q=2 q pour q premier.

Preuv e : Dans un corps fini de caract́eristique j , nous avons la formule
suivante :

X j − X ≡
∏j

i =1
(X − i ) mod j

D’où :

X j − 1 − 1 ≡
∏j − 1

i =1
(X − i ) mod j

Commea est inversibleon peut remplacerX par p/a on obtient :

(p/a ) j − 1 − 1 ≡
∏j − 1

i =1
(p/a − i ) mod j
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,
ce qui apr̀essimplification donne:

∏j − 1

i =1
(p− ia) ≡ pj − 1 − aj − 1 mod j

or
∏j − 1

i =1 (p+ ia) =
∏j − 1

i =1 (p− ia) car i parcourt tous les inversiblesmodulo
j , ainsi nousavons :

∏j − 1

i =1
(p+ ia) ≡ pj − 1 − aj − 1 mod j

ou encore:

∏j − 1

i =1
pi ≡ pj − 1 − aj − 1 mod j

or pour p > j , pj − 1 ≡ 1 mod j et comme
∏j − 1

i =1 pi n’est pas un multiple de j
on a : a ≡ 0 mod j . Comme ce raisonnement est valable pour tout j-uplet
de nombres premiers conśecutifs, avec j premier inférieur ou égal à k nous
en déduisonsque : a ≡ 0 mod

∏k
q=2 q.

De fait, ce théor̀emerepŕesente une ǵeńeralisation deslemmes2 et 3.

Remarque : en utilisant le théor̀emede Wilson nous pouvons obtenir di-
rectement le coefficien t de ak− 1. En effet un calcul explicite du produit des
nombres premiers conśecutifs donne le résultat suivant : (k − 1)!. Ce qui,
correspond bien à -1.

Nous avons répondu ici compl̀etement à la question pośee initialement
pour trois nombres premiers conśecutifs, mais pas à celle ǵeńerale pour k
nombres premiers. Il semble difficile de montrer l’existence de telles suites
pour n’importe quelk. En effet, si on supprimela condition sur lesrestes,cela
revient à chercher k nombrespremiersconśecutifsenprogressionarithmétique,
problèmequi lui-mêmeest jugé tr ès difficile (cf. Guy chapitre A6). Cepen-
dant l’analyseprobabiliste de Dubner et Nelsonsemble indiquer qu’il existe
bien des k-uplets pour tout k. En effet, soit a =

∏
p≤ k la plus petite dis-

tance possible entre les nombres premiers. Par analogie avec l’hypothèse
de Schinzel, en supposant une indépendancetotale, la probabilit é pour que
x, x + a, . . . , x + (k − 1)a soit solution est :

πk,a(x) = (Ck,a + o(1))
( 1

ln x

)k (
1 −

1
ln x

)(k− 1)(a− 1)

.
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D’autre part, la ¡¡fen̂etre¿¿où l’on a a ≤ pn /n < a + 1 est environ
aea+1 /W (ea+1 ) . . . (a + 1)ea+2 /W (ea+2 ) en partant de pn ' n(ln n + ln ln n)
et où W est la fonction de Lambert.

Le tableau ci-dessousindique les nombres¡¡attendus¿¿de solutions pour
chaquepaire (k, a) en multiplian t la longueur de la fen̂etre par πk,a(x).

a 6 6 12 12 18 18 30 30 210 210 210 210
k 3 4 3 4 3 4 5 6 7 8 9 10

esp. 1 0 60 2 7365 154 40328 501 1073 1070 1067 1064

Remarque : Les nombres attendus de solutions semblent indiquer que
le problèmede trouver ¡¡une¿¿solution pour m donńe n’est pasplus difficile
que sansla condition de division par le rang.

En combinant notre méthode avec cellede Dubner et Nelsonnousavons
trouvésneuf 7-uplets, chacun de la forme p = x + Nm + 1 où x est égal à :
191319589789918126908578516774396766834509691048718767292658692385206295221290
et m égalau produit des44 premiersnombres premiers:
198962376391690981640415251545285153602734402721821058212203976095413910572270

avecN ∈ { 220022677473575,220026679078214,220035980192096,221056059553958,
222046548586683,223515937652402,224037093127486,225074304777884,225117563124254}

Actuellement, il n’est paspossiblede trouver la valeur exactedu rang de
cesnombres premiersnéanmoinsla formule de Riemann-Siegelnous permet
d’affirmer que nous sommesbien dans la bonne fen̂etre à savoir celle où le
quotient du nombre premier par son rang est égal à 210.
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P. Dusart : Le kièmenombre premier estplusgrand quek(ln k+ ln ln k− 1)
pour k ≥ 2. Mathematics of Computation 1997.

W. et F. Ellison : Prime numbers. Editions Hermann 1985.
R. K. Guy : Unsolved Problemsin Number Theory. Springer-Verlag New

York 1981.
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