RECHERCHES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES

(par M. N. H. ABEL).

SECOND MEMOIRE.

Dans les »recherches sur les fonetions elliptiques» insérées dans le tome
second de ce journal j'ai fait voir comment on pourra toujours résoudre
Véquation du degré (2n + 1)* d’ot dépend la division en 2n 4 1 parties
égales d’une fonction elliptique; mais je me suis contenté i démontrer
seulement la possibilité d’une telle résolution, sans entrer dans des détails
sur l'expression des racines. Une note de M. JAconr insérée dans le t. IIT,
p- 86, m’a fait revenir sur cet objet; et étant parvenu a cette occasion a
plusieurs propriétés nouvelles des fonctions elliptiques je vais continuer ici
mes premieres recherches.

§ 1.

En faisant ¢ = = on aura selon ce qu'on a vu dans le § IIT du
mémoire cité

(1) v ¢(2n+ 1) = R

ot R une fonction rationnelle de x, le numérateur étant du degré (2n+ 1)
et le dénominateur du degré (2m 4 1) — 1. L’équation (1) est donc du
degré (2m + 1)* et les racines pourront étre représentées par la formule

2mw + ZlutT)i)
2n + 1

(2)  a=gi0+

en donnant a m et u toutes les valeurs entiéres depuis zéro jusqu'a 2z incl.
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Soient pour abréger

2w 2@t
<3) 2n+l:a’ 2n+[vﬂ

I’expression des racines sera:

(4) = ¢@ + ma + pp).
Cela posé nous allons démontrer le théortme suivant:

Théoréme 1. Soit ¢ une fonction entiére quelconque des quantités
¢(0 + ma + pf) qui reste la méme en changeant § en 6 4 a et 6 + .

Soit v l'exposant le plus grand de la quantité ¢# dans la fonction ¢f;
on aura toujours:

(5) ¢0 = p 4+ q.f(2n + 1)0.F(2n + 1)6

olt p et g sont deux fonctions entiéres de ¢(2n + 1)4; la premiere du
degré v et la seconde du degré v — 2.

Démonstration. En vertu de la formule (10), pag. 105, on a

’ ¢l f(ma + pf). F(ma + p3) + ¢ (ma + ph).f0. Fo
(6) 50(0 + ma + #ﬂ) = I + e’ (ma + 2h)-0°0

d'ott il suit qu'on pourra exprimer ¢@ rationnellement en ¢f et f6.50.
Or le carré de f0.F@ est rationnel en ¢@, savoir

(f0.FO)* = (1 — c’¢*60)(1 + €’¢’0),

donc on pourra faire en sorte que l'expression de ¢¢ ne contienne la
quantité f@.F@ qu'a la premidre puissance. On pourra donc faire:

(7) 5/’0 = ¢1{¢0} + ¢2{¢0}'f6‘F0

ou ¢, {¢0} et ¢,{¢f} sont des fonctions rationnelles de ¢8.
Si I'on met w—6 a la place de @ on aura en remarquant que

¢(w —0) = ¢0; f(o—0) = —f8; Flo—6) = Fo:

(8) (o — 0) = ¢ le0) — $,{¢0).10.F0.
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Des équations (7) et (8) on déduit:

¢0) =~ {90 + $(0 — O)};

-

(9) ¢,

N -

(10) @{¢0}.10.F8 = - {0 — f(w — 0},

Considérons d’abord la fonction ¢1{¢0}. En y mettant 4 + a au lieu de
# 11 viendra: ‘

P {e0 + o)) =2 {P(0 + a) + p(0 —a—O)};

or on a ¢(0 + a) = ¢@ et par conséquent aussi en mettant @ — a — 4
au lieu de #

Pl —0) = ¢(w—a—10)
done:
6 {p(0 + )} =3{¢0 + ¢(0— 0)}
¢’est-a-dire
¢ (0 + o)) = ¢,{¢b}.

On aura de la méme maniére:

¢1{§0(0 + ﬂ)} = ¢1{¢0}'

La premitre de ces équations donne en mettant successivement ¢ + a,
6 + 2a, ... au lieu de 6:

(11) O e + ma)) = ¢, {0}

ol m est un nombre entier quelconque. De méme la seconde équation
donne:

¢'1{¢(0 + )} = ¢1{¢0}
d'ou l'on tire en mettant @ + ma au lieu de @ et ayant égard a l'équa-
tion (11):
(12) ¢ g0 + ma + pf)} = ¢,{¢06}.

La fonction ¢ {¢@} reste donc la méme en substituant au lieu de
@6 une autre racine quelconque de 1'équation (1). La formule (12) donne
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en attribuant & m et g toutes les valeurs entieres dépuis zéro jusqu'a 2n
et puis ajoutant:

2n 2n
I

(13) ¢1{¢0} = m 1)2 ’ %m ?/L Sbl{ﬁ + ma + /*lﬁ)}'

Le second membre de cette équation est une fonction rationmelle et symé-
trique des racines de 1'équation (1), donc on pourra l'exprimer rationnelle-
ment en les coefficients de cette équation, cest-a-dire en ¢(2n + 1)0.
Soit done

¢{gb) = ».
La quantité p sera une fonction rationnelle de ¢(2n + 1)f. Or je dis
que p doit toujours étre entitre. En effet soit ¢(2n + 1)0 =y et p =g—,

N . o\ PR q .
ot p' et ¢ sont des fonctions entidres de y sans diviseur commun. Soit
y = ¢(2n + 1)0 une racine de l'équation ¢’ = o; la quantité

) . , N
sera infinie en faisant 6 = ¢, donc on doit avoir ¢d + (@ —d) = -

Maintenant il est évident par la forme de la fonction @@ que cette
équation ne peut pas subsister & moins qu'une quantité de la forme
¢(6 + ma + pf) ou ¢(w — ¢ + ma + pf) ait une valeur infinie. Soit

donc ¢ (0 + ma + ppf) =é, on aura en vertu de l'équation (30) pag. 113:

1 I .
0 = <mr + 5)(0 -+ (n’ + 5)0‘)1, — ma — pfs
olt m' et »’ sont des nombres entiers; or cette valear de ¢ donne:

¢(2n 4+ 1)0
= ¢{[(2n + )m' +n—2m]o + [(2n 4+ )0 + n— 2p) @i + (23 + Zz}

c'est-a-dire ((26) pag. 111): ¢(2n + 1)0 = Or cela est impossible car
une racine quelconque de l'équation ¢' = o doit étre finie. On trouvera
de méme que ¢{w —d -} ma 4 p5) donnera ¢(2n 4+ 1)d = é. La quantité

»p est donc une fonction entiére de ¢(2n 4 1)6.
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Considérons maintenant 1’équation (10). En divisant les deux membres
par f(2n 4 1)0.F(2n 4+ 1)@ on aura:
g {et}.f0.Fo b — d(w — 6)

f@n+ D8.F(zn + 18 2 flezn + D8.F(zn + DF

Comme on a vu (45) pag. 117 on aura
flen 4+ 1)0 = (6.u, F(2n 4+ 1)0 = F8.v

o u et v sont des fonctions rationnelles de ¢#; donc le second membre
de I'équation précédente sera une fonction rationnelle de ¢f. .En la dé-
signant par y{¢6#} on aura:

fogl =L 0 —dlo—86)
115;01 T2 flen 4+ ). F(2n + 0

En mettant 8 + a au lieu de 4, il viendra

OO + a) = ¢4, d(w— 0+ a) = (w — 0)
flzn + 1)(0 + a) = f((2n + 1)0 + 2mw + 2p@i) = f(2n + 1)0,
F(2n + 1)(0 + a) = F((2n 4+ 1)0 + 2me + 2p@i) = F(2n + 1)6;

donc on aura y{¢(0 + a)} = y{¢#}. De la méme maniére on trouvera
xl¢0 + A} = y{¢0). On en déduit de méme que plus haut pour la
fonction ¢ {¢#} que y{¢#} pourra étre exprimée par une fonction entiére
de ¢(2n 4+ 1)0. Soit donc:

xl¢b} =g,
on aura

¢ {¢0).f0.F0 = q.f(2n + 1)0.F(2n + 1)6.
Par conséquent enfin
(14) » 0 = p 4 q.f(2n + 1)8. F(2n + 1)6

ot p et g sont des fonctions entitres de ¢(2n 4 1)d. Pour trouver les
degrés de ces fonctions, soit (¢f).y# le terme dans ¢f ot ¢f est élevé
a la plus haute puissance; on aura en posant ¢@ infini

g0 = A.(¢0y
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ol A est une constante. On aura de méme

¢(w —0) = A'.(¢0)

et par suite:

p=_(4d+ 4)go);

mais pour ¢f infini on a ¢(2n + 1) = B.¢# ot B est constante; d’olt
il suit que p sera du degré v par rapport & ¢(2n + 1)f. On démontrera
de la méme maniére que la fonction ¢ sera du degré v — 2 tout au plus.
Notre théoréeme est donc démontré.

Dans le cas ol la quantité ¢6 ne monte qu'a la premidre puissance
dans ¢@ on a vy = 1; par conséquent g sera du degré
q = 0. On a donc alors:

1, cest-a-dire

(15) 0 = A + B.¢c(2n + 1)8

ot A et B sont des quantités constantes qu'on déterminera facilement en
faisant # = o et ¢f = (—I)-

Soit par ex.: 76 le produit d'un nombre quelconque des racines de
I'équation (1) et faisons

2n
¢o = %m %:,,L z(0 + ma + pp),

il est clair qu'on aura ¢(0) = ¢(0@ 4+ a) = ¢(0 + ) en remarquant que
70+ (2n + 1a + pp) = 70+ pp) et m(0+ (20 + 1)3 4 ma) = 7(6+ ma).
Done:

2n 2n

(16) 20:,,, DZF 20 + ma + pf) = A4 + B.¢(2n + 1)6.

On doit remarquer que l'une des quantités A et B est toujours égale a
zéro. On a A =0 si le nombre des facteurs de =0 est un nombre impair
et B = o si ce nombre est pair. Dans ce dernier cas la quantité J@ est
donc indépendante de la valeur de §; par conséquent en faisant ¢ = o:

2n 2 2n 2n

(r7) ?,,, ?,L (0 + ma + pp) = ?,,, ;n w(ma 4 pf).



Recherches sur les fonetions elliptiques. 9
Ainsi si T'on fait 70 = ¢6.¢(0 + ka + k') on a:

2n 2n

(18) 202, (0 + ma+ pf).g(0 + (m 4 Ba+ (n + F)f)

2n 2n

- %: 2, p(ma + pf).o(m + Ba + (1 + ¥)B),

k et k' sont des mombres entiers quelconques moindres que 2n 4 1. Ce-
pendant on ne peut pas supposer & la fois k = 0; k' = 0; car alors
70 = (¢6)* et par suite y = 2 tandis quon doit avoir v = 1.

Entierement de la méme manitre que nous avons démontré le théoréme
précédent on pourra encore établir les deux suivants:

Théoréme II. Soit ¢ une fonction quelconque entiére des quantités

de la forme f(f4-ma-+ pf) telle que ¢(f)=¢(0+ a) = (0@ + f), on aura:
¢ = p+ q.¢(2n 4+ 1)0.F(2n + 1)6,

ol p et g sont des fonctions entidres de f(2n 4 1)4; la premitre du degré
v et la seconde du degré v— 2 tout au plus, en désignant par v le plus
grand exposant de 0 dans ¢f.

Théoréme III. Soit @ une fonction quelconque entiére des quantités
de la forme F(6 + ma + pf) telle que ¢80 = ¢ (6 + a) = ¢(6 + f), on aura
P0=p+q.¢(2n+ 1)0.f(2n + 1)8, oh p et g sont des fonctions entieres
de F(2n + 1)0; la premitre du degre v et la seconde du degré v — 2 tout
au plus, en désignant par v le plus grand exposant de F@ dans ¢f.

§ 2.

‘A Taide du théoréme I, démontré dans le paragraphe précédent, il
est facile de parvenir au théortme de M. Jacosr sur la forme des racines
de 1'équation:

¢(2n + 1)0 = R.

Considérons 1'expression:

(19) 90 = T, T, 07 (0 + ma + pf)

Acta mathematica. 26. TImprimé le 21 mars 1902, 2
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ot ¢ = cos et & et k' sont deux nombres entiers.

2r .. 2r
2n -|-_Y+7"51n2n+ I
En mettant § 4+ a au lieu de #, on aura

PO+ a) =2, 0% Z,3™p(0 + m + Da + p);
or on a

2n 2n

2, 0"e(0 + m + 1a 4 pf) = T " V¢(0 + ma + pp)
+ 0™ (0 + (2n + Da + pp),

mais
0+ pB + (20 4+ Da) = ¢(0 + pf + 20) = ¢(6 + pP),
donc en remarquant que 6’ = ¢*:

2n

20:,,, 0™ (0 + m + Da + pf) = o07*. %,,, ¢(@ + ma + pp).
L’expression de ¢)(6 + a) deviendra donc en substituant:

(20) G0+ a) = 07*.¢0.

Entiérement de la méme maniére on aura:

(21) P+ p)=0"".¢80.

En élevant chaque membre de (20) & la (2m» 4 1)° puissance et re-
marquant que ¢ *®"*D = 1 = §—*®"+N j] viendra:

{¢0}2n+1 — {¢(0 + a)}2n+1 — \¢,(0 + ﬂ)}2n+l'

D'otr il suit que le théoréme I est applicable & la fonction (¢4)™*'. On
aura donc:

(22) (@O =p + q.f(2n + 1)0.F(2n 4 1)6

ot p et ¢ sont des fonctions entitres de ¢(2n 4 1)4.

L’expression (19) de ¢0 nous montre que ¢@ se trouve a la premiére
puissance seulement dans cette fonction; donc ¢f est élevé a la puissance
2n + 1 dans la fonction (¢8)*+'. De la il suit que p et ¢ seront respec-
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tivement du degré 2m + 1 et 2n — 1 tout au plus. Comme nous allons
voir g n'est effectivement que du degré 2n — 2.
En mettant dans l'expression de (¢6)*"*' @ — 6 au lieu de # on aura
en remarquant que
¢(2n + 1)@ — ) = ¢(2n + 1),
f(en + Yo —0) = — fen + 1)0, Fen 4+ 1) — §) = F(2n 4 1)0

cette formule:

{p(@ — O™ = p—q.f(2n + 1)8. F(an + 1)6;
donc:
ey | 2p = (PO + {9l — O™,
’ 129 f(2n 4+ 1)0.F(2n + 1)0 = (¢ — {¢ (0 — O},
Mettons ici — @ au lieu de @ et désignons les valeurs correspondantes

de p et ¢ par p' et ¢’, on aura, comme il est facile de déduire de la for-
mule (19),

¢(—0) = —dlo—0); ¢lo+ 0)=—¢b,
donc

’ ’

Maintenant puisque ¢(2n 4 1)@ change de signe avec ¢, il s’ensuit que
p ne contiendra que des puissances impaires et ¢ seulement des puissances
paires. On aura donc

p=(a, +afe(zn + 1)0}* + a,{p(2n + 1)0}* + ...
+ a,{p(2n + 1)8}™) . p(2n + 1)0,

(24)
0=, + big(en + )0} + bip(n + 1)) + ...
+ by {e(2n + 1)0)
o a,a ,...,a,; b, b ,. ... b,_, sont des coefficients indépendants de

6. Ces coefficients sont des fonctions des quantités ¢(ma 4 pf) et on
pourra les déterminer en développant les deux membres de 1'équation (22)
suivant les puissances de ¢@. Or le procédé serait fort compliqué. Nous
donnerons tout & l'’heure une autre méthode plus simple.
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Connaissant ainsi la valeur de ()™ en ¢(2n 4 1)0, on en tire
celle de ¢f en extrayant la racine (27 4 1)° savoir

(25) ¢l = wr\l/p + q.fCen + 1NO. F(2n + 1),

¢0 est une fonction linéaire des racines. Elle prend différentes formes selon
les valeurs différentes de 4 et k. Kn donnant a ces nombres toutes les va-
leurs depuis zéro jusqu’a 2z on connait la valeuwr de (22 4 1)* fonctions diffé-
rentes. Nous allons voir quon pourra en déduire les racines elles-mémes.

Désignons la valeur de p + gf(2n 4 1)8. F(2n + 1)8 qui répond a
k et k' par y(k, %), on aura:

2n 2n
(26) T, T, om0 4 ma + pf) = "Nk, K.
Multiplions cette équation par ¢"*~** et prenons ensuite la somme par
rapport a k et &' depuis zéro jusqu'a 2x, on aura:

2n 2n 2n 2n 2n 2n

%m ‘Lo-:/‘ %k %k’ 0“(111__";')1:+(/L——,-':.')k' . 55(0 + mo + #ﬂ) — %k gk' 2»‘-\1//:-“—_(1‘; . («)\—m'k—-/t'k'.

Maintenant on a:

2n 2n 2n 2n

%k %k' 0\\(m—m')k+(//.—/:.’)k' — ?k 0«\(m~m')k ) ;k’ (‘)\(/L—/L )3

— {I + 0\\m—m'+ é\?(m—m’) + L + é\‘)n(m—m')} . {I + o\\/t—;t' + 0\\?(#—,:[) .{_ + 0*\27:@—][)}.

Quel que soit le nombre impair 2n 4 1 premier ou non, si en méme
temps m' et p' sont positifs et moindres que 2n 4 1 cette quantité se
réduit a zéro pour toutes les valeurs de m, m’', u, ' excepté lorsqu’'on a
a la fois m = m' et p = y'; dans ce cas elle devient (22 + 1)*. De la
il suit que le premier membre de 1’équation (26) se réduira a

2 ’
(2n + 1) (0 + m'a + ©'f).
Par conséquent on aura en changeant m’ et p' en m ct p
2n 2n

—I—f s \——ml‘—//.k’ Zndl o
(2n + 1) ?" zo:‘ ¢ -V, k)5

(27) ¢ (0 + ma + pf) =
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voici done l'expression d'une racine quelconque de 1'équation
¢(2n 4+ 1) — R = o.

En faisant m = o0, g == 0 on aura la valeur de ¢# savoir

2n 2n

(28) ¢f = 2 LN E).

(2n + 0t
I expression des racines contient comme on voit (21 4 1)* radicaux diffé-
rens. Or on peut les exprimer rationnellement en deux d’entre eux.
Soient p et p, les deux valeurs de y(k, ') qui répondent respectivement
ak=1,kK=o0cetk=o0, =1, en sorte que:

2n 2n 2n+1

%m ?ﬂ o\\m. ’0(0 + ma + ,Uﬁ)[ 4

2

;m

II

(29)

2

n+1

#6#¢0+ma+ﬂ'ﬂ)} )

0

Il

alors je dis qu'on aura:

k 13
(50 g0 — 8.7

ou § désigne une fonction entiére de ¢(2n 4 1) et f(2n+ 1)0.F(2n+ 1)4.

2ntl —

Soient "o = ¢,0, "o, = ¢,60, on aura en vertu des équations (20), (21)
en faisant k=1, ¥ =0, k=o0, k¥ =1

G0+ =0".0.0,  $,00+pH=0".4,0
GO+B =90,  0+0)=0,0

done:

(G0 + @)=t = o+ (o),
90+ Y = v (g0,
¢t de 1a en ayant égard a la formule (20)
PO+ ) {10+ {90 + P = g(, 0P (4,07,
DO+ ) {10+ AP AB (6 + A = g0(g 07 (6,
d’out il suit en vertu du théoréme premier qu'on peut faire:

S[ (¢10\2n+1 —k (¢20)2n+1~—k' = u + v ,f(2ﬂ + 1)0 F(zn + 1)0 =
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ol et v sont des fonctions entiéres de ¢(2n + 1)8 et par suite

k 13
2n41 2n+41

(31) 0= (u+v.fen+ 1)0.F(2n + 1)0) p_ToToL = "k, K.

En vertu de cette formule le second membre de l'équation (27) deviendra

une fonction rationnelle de ¢(2n+ 1)8, f(2n+ 1)8. F(2n 4 1)8, ™) et

“\p, et cette fonction satisfait a I’équation (1) en donnant aux radicaux

“Vp et b, toutes leurs valeurs. _
Revenons maintenant & la détermination des fonctions p et ¢ dans la

formule (22). Faisons 6 =—2—n—fﬁ, nous aurons:
2n+1
6o |eEEE)] T = are Fale o alpn

+ {0y + b, (¢e)* + ... + b,y (ge)* %) . fe. Fe.

Cela posé supposons quon donne a ¢ une telle valeur que ¢<2n€+ 1) =0,

on aura l'équation:

(33) o =a,pe + a,(pe)’ + ... + a,(pe)*!
+{b, + b,(pe)’ + ... + b, (ge)™ '} . fe. Fe

que nous représenterons par v = o.

Maintenant il est clair d’aprés la forme du premier membre de I'équa-
tion (32) que l'équation » = o aura encore lieu en la différentiant par
rapport & e un nombre quelconque de fois moindre que 27+ 1. On ob-
tiendra de cette maniére ces 2z + 1 équations:

) % i)
(35) ?J=O, ;€=o’ §=O ’ LA | as?nzoi
qui sont toutes linéaires par rapport aux inconnues a,, @, ..., a,, by, b, , ...,

b,_,. En supposant e connu ces équations donneront les coefficients pré-
cédents en l'un d’entre eux; il faut donc encore une équation. Or sil'on
divise les deux membres de 1'équation par (¢6)”*' et qu’on suppose ensuite
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I . 21 s < I N
¢0=5 le premier membre se réduit & 1 et le second a o ¥ T
cause de la formule pln+ DI _ 1 pour ¢6 = L. On aura done:

vt 2n + 1 o
(36) a, = (2n 4 1.

Les mémes équations (35) donneront encore une équation en ge seul;
mais comme elle doit avoir lieu quelle que soit la valeur de & et k, il
sera impossible d’en tirer la valeur de ¢e qui doit avoir effectivement lieu.
Or on peut trouver cette quantité de la maniére suivante: Soit

(37) 70 = ¢.(— 6)
on aura
70+ o) = $(0 + @) . (— 6 — a),

mais selon (20) on a (6 + a) = 67*. ¢ et de la en mettant — § — a
au lieu de 8 ¢(— 0 —a)=6*.¢(— @) donc en substituant z(0 4 a) = 76.
De la méme maniére on prouvera que 7(d + f) = nf. Donc en vertu
du I* théoréme

$0.o(—0)=A4 B.p(2n+ 1)0 + C.{¢(2n + 1)8}*
+ D.f(2n 4 1)0. F(2n + 1)6.

Si I'on met @ — 6 au lieu de 6§ le premier membre reste le méme et le
second reste aussi le méme en changeant seulement le signe de D. Ce
coefficient est domec égal & zéro. En remarquant de plus que le second
membre doit rester invariable en changeant le signe de 6 et celui de
¢(2n 4 1)0, on aura encore B = o et par conséquent

P0.p(—0) = A4 + C.Lp(2n + 1)8)*
En faisant 6 = o on aura 4 = {¢(0)}*; en faisant ¢@ =é on aura

3
n+4+1’

C= —(2n 4 1) et en faisant 4 = ” ¢ =o et A+C.(pe)?=o0;

on aura donc:

98. o(—0) = (2n + 1)*{(¢e)* —{e(2n + 1)6}*} et

(38> I 2n 2n )
ge =+ — Ii ?m ?,L o™ g (ma 4 pp).
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- On connait donc ¢e au signe prés, or ce-ci n'influe en rien sur la
valeur des coefficients a,, a,, ..., b,, 6,, .... En effet il n’est pas diffi-
cile de voir quon peut les exprimer rationnellement en (gs)’.

Le coefficient b, se trouve immédiatement en faisant ¢ = o savoir

2n @ 2n41

(39) bo = l?m ?ﬂ 3mk+/tk’ ) ¢(ma + /‘:8)] = _-t (27@ + [)‘ln+1 ] (¢5)2"+1 )

Les fonctions p et ¢ jouissent d'une propriété remarquable qu’'on peut
déduire sur le champ de l'équation (38). En effet en élevant les deux
membres a la (2n 4 1)° puissance on aura

{0} 4 {Pp(— 0))" ' = (2n + 1)"‘“{(¢s)’—-~{¢(2n + 1)0}.,}?,1+1
mais
{0y = p+q.f(en + 1)0. F(2n 4 1)6;
{p(— O = —p+q.flzn + 1)0. F2n + 1)8,

done en substituant

pP—*{f(2n 4+ 1)0.F(2n 4 1)6}’
— (2n + l)4n+2{{¢(2n + l)a}?ﬁ(gs)g}‘ln-{-l'

Soit ¢(2n + 1)6 = y on aura
{f(en 4+ 1)0.F(2n + 1)0}* = (1 —c**)(1 + €%,

donc

(40) (aoy + a,y3 + ...+ any?nH)?
=y A by e by — (1 )
= (2n41)"2{y? — e .

Cette propriété des fonctions p et ¢ suffit pour les déterminer an signe
prés car l'équation doit avoir lien pour une valeur quelconque de y, et
donnera ainsi 27 - 2 équations entre les coefticients a ,a,,..., 0,,0,, ...
et (pe)®.
Pour donner un exemple, considérons le cas le plus simple ot # = 1.
2w 2@t

Dans ce cas on a a=—, ﬂ=T

2me + 2;@i)

2 2
) — *\mk+,u.k'. .
96 =3, %, om g0 4270

i
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ou bien

“ $0=90+2.9(0 +7%) + 0% 0(0 +%)
+ oF. ( +2ﬂh)+ou.k+k <0+2w+261)+0«2k+k (0+4w+4¢m>

+32k <0 +4“"">+é~k+‘u (0+2(0+4mz)+(32"+” <0+4w+4¢m)’

{0}’ = a,030 + a,(p36)’ + b, .36 . F30,
(41) (ay + a,y°)' — bj(1 — c’y*)(1 + €%%%) = 3°. (' — [7)°

hY

ou

2 2 .
miipr [ 2me + 2p50)
(42) T, X, amy

" |7 3 |

En égalant les coefficients de y* dans les deux membres il viendra:

2 .
2a,a, + bjc’e’ = — 37f%;

U)Iv-t

maintenant
. SRR '
a] = 33) bo - 3df)
donc
I 9 3.
@ = — {3 + c’f°}. 3%

on a par suite

90y = 57 pa0) — S 61" + ') 030 + 1°.1360. F30)| = 1k, ¥)

et de la

(43) ¢$0=3. \7(¢30)3~—§(3f’+ e’ e30 + 1°.f30. F30.

La quantité f est donnée par 1'équation (42). Si I'on la cherche a l'aide
de 1'équation (41') on parviendra & une équation du huitiéme degré. En
effet en comparant les coefficients de y* on aura

ao‘*'b2 2)'_3’“

c’est & dire en substituant les valeurs de a, et b,

- 36.(3f2+8262f6)2+36.(6“*—8?)f6—37.f4=0

Acta mathematica. 26. Imprimé le 21 mars 1902, 3
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ou bien en développant:
(44) P+ 6e%’ft 4 4(c—e€") . [P —3 =o0.

Les huit racines de cette équation sont les huit valeurs de f qu'on
obtiendra_ en donnant & % et %' les valeurs o, 1, 2 en faisant abstraction
de la valeur f= o qui répond &4 k = 0 et &' = o.

Rien n’a été plus facile que de déterminer la valeur de ¢¢ dans le
cas ol » =1, mais si # est plus grand il est trés compliqué de se servir
de la méthode exposée; c’est pourquoi nous allons exposer une autre qui
conduira a l'expression générale et explicite de la fonction ¢d.

Désignons par 7=(k) et =, (k') les valeurs de la fonction ¢¢, qui ré-
pondent respectivement & &' = o et k£ = o, nous aurons:

2n

w(k) = ;m ‘AO':,L o™ (0 + ma 4+ pp);
(45) .
m (k') = zo:m L« 0 00 + ma + pp).

(]

Soient de méme z'(k) et z{(k’) les valeurs de =(k) et z, (k') en mettant
— 0 au lieu de 4.
Cela posé considérons la fonction

(46) P = z(k). = (k). ¢(— 6).
En y mettant # 4 a au lieu de 6 les fonctions

w(k); m (k') ; ¢(— 6)
deviendront respectivement

o7 m(k); m(K) ; 0. p(— 0);

donc la fonction P reste la méme. En mettant 4 4 2 au lieu de 6 la
fonction P reste encore invariable. Donc en vertu du I** théoréme on aura
(a47) (k). 7w (k). g(— 0) = u 4 w.f(2n + 1)0. F(2n 4 1)0

ot u et u' sont des fonctions entitres de (274 1)8, la premiére du degré
3 et la seconde du degré 1. En mettant @ — 6 au lien de # les trois
fonctions z(k); z,(k'); ¢(— 6) se changeront en

— (k) ; — (k) ; — 96
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donc
(47) (k). 7y (k). 0 = —u+ w.f(2n + 1)0. F(2n + 1)0

par suite

2u =n(k). 7z (k). $(—0) —='(k). 7 (K). 0,
20 . f(2n + 1)0. F(2n 4 1)0 = n(k) . (k). ¢ (— 0) + 7'(k). 7 (k') . $6.

En changeant ici # en — 6 on voit que u change de signe et que w'
reste invariable; on aura donc

u = a,p(2n 4+ 1)0 + a,(p(2n + 1)6)°; w =0,

ol a,, a , b sont des quantités constantes par rapport a ¢. Il viendra donc:

(48) 7(k).7, (K ).¢(— 0) = ayp(2n + 1)0 + a,{¢(2n + 1)6}°

+ b.f(2n 4 1)0.F(2n + 1)0.
Soit

(49) o = gt B By I gl 4 1

on aura en vertu de la formule (38)
(50) 90.9(— 0) = (an + 1) {cix — {plan + 1)0}}-
I’équation (48) donnera donc en multipliant par ¢6

_ Gn+ 0 {ehe— {gzn + D0} ,
(51) ¢ a,0(2n+ 00+ a,fp(n +1)0})°+b.f2n+1)§. Fen+1)8° (k). m, (k )

Cette formule donne la fonction ¢# a l'aide du produit des deux
fonctions #(k); = (k') si 'on connait seulement les trois constantes a,, a,, .
Or ces quantités se trouvent aisément comme il suit.

Faisons d’abord dans (48) ¢@ =ZI) aprés avoir divisé par (¢6)®, on ob-

tiendra: @, = — (2n 4 1)°. Soit ensuite § = o on aura en faisant pour
abréger
2n 2n
1 smk
(52) C"=2n+1'§"‘§"0l"p(ma+#ﬂ)’
52 2n n
I
& = 5o .?,,. g,‘ o . p(ma + pp),
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w(k) = c; T (k') = e; P(— 0) = ¢ i; ¢(2n + 1)0 = o,
| f(e2n + 1)8.F(2n 4 1)8 = 1,

donc:
b= (2n+4+ 1)’.¢c,. .0

Il reste & trouver le coefficient a,. Or en multipliant membre a membre
les deux équations (47, 47') on aura:

2(k). 7 (k) . 7y (k) w1 (K 90 . (—
= —u’+ w? . {f(2n + 1)0.F(2n + 1)0}’
maintenant en vertu de la formule (50) on a
(k). 7' (k) = (2n + 1)’{0}— {p(2n + 1)0} }
w7 (K) = (2n + 1)7{d— {p(2n + 1)6}*),
donc en faisant ¢(2n 4 1)f =y
@y + a,y")" —b".(1 — ’y’)(x + €'y
= (2n 4+ 1)}y’ — iy’ — & }{y" — e}
et comparant de part et d’autre les coefficients de y* on obtiendra:
a, + be’c’ = — (2n + 1)°.{c} + & + ci.};

donc en remettant les valeurs de 4, et b,

(2n + ) {Cf + & + CZ,E + e’c’ci.€; . ck k}

Niw—c

En substituant les valeurs de a,, a,, b I'expression (51) de ¢@ deviendra:

(53) ¢ =

s 7). 7 ()

{¢(2n+ 0} —ciy

X

- .
20+ 10— detter el prectcl. ek cip b o(2n+ 1)0—cr.ep.cpp. f(2n+1)0. F(2n+1)8
¢ = , ,

1l s’agit maintenant de trouver les fonetions #(k) et 7,(k'). En désignant
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par k et k, deux nombres entiers quelconques il est clair que les deux
fonctions:

(k). m(k,). 7'k + &) et m(k).m(k).m(k + &)

ne changeront pas de valeur en mettant § 4 a et § + B au lieu de 4.
Ces fonctions auront donc en vertu du 1° théoréme la forme

4+ wf(zun + 1)0.F(2n + 1)6

ou u et «' sont des fonctions entitres de ¢(2# + 1)d. On démontrera
aisément que ' sera constant et » de la forme

ayp(2n + 1)0 + a,{p¢{2n 4 1)0}°.
Soit done:

[ (k). w(k) . x'(k+ k)

=a,9(2n +1)0 +a,{p(2n+1)0}* +b.f(2n+ 1)0. F(2n 4 1)4,
m (k). m(K) . wi(k~+ K)

=aig(2n+1)0 + ai{g(2n41)0}° + ¥ . f(2n 4 1)0. F(2an + 1)6.

En traitant ces équations entiérement de la méme maniére que 1’équation
(48) on trouvera:

a, = — (2n + 1)% b=c,.c.Cpr;
e, = é(zn + 1) + &+ e + e G )y
(55) a; = — (2n + 1)%; b = (2n + 1)°. .6 . 04s;
a, = %(zn + et e+ G + e'ce .. )

Cela posé, on obtiendra en multipliant les équations respectivement par
z(k + k') et = (k + k') et remarquant que

x(k 4+ K). 7'k + k) = (2n + 1) {clp — ¢’(n 4 1)0},
mk + 8).7(k + &) = (20 + 1)*{€lx — ¢*(n + 1)6},



22  N. H. Abel.

1

7k + K) = 5 - w(k) . 7 (k)

" {o(2n + 18} —cksr

)

(2n+1)8}° - I—(C/:+ K+ Chpr +eC Che c;}.c;’”k') @(2n + 1)f—ci.cp. cepi-f(2n + DO.F(2n+ 13/
¢ 2 +

2k + k) = an+ (k). 7 (k)
% {p(an + 1)8)" — eirr

(2n+1)8}° - E(e}§+e;’o'+efc k'+e'c1e,’c.e;'.e,',+k') (2n+1)0-ex.ex . exqi . f2n+ DI F(2n+ 1)f
¢ 2 + ¢

Ces formules donnent z(k 4 &) en =(k) et 7(K) et =,(k + k') en =, (k)
et 7, (k). Tl est facile d’en tirer la valeur de z(k) et =, (k). Soit k'=1
ot mettons ¥ — 1 au lieu de £ nous aurons

I v
n(k) = Py (1) . w(k — 1) .;f,

(57) I v
ﬂl(k) == m.ﬂl(l).ﬂl(k—l).g)

ot 'on a fait pour abréger
(59)  n={plen+ ) — e o= {e(n + 108 —d,

t={p(2n + 1)) — (& + &, + ¢ + F'Cele} )p(2n + 1)
—ee 6. flzn+ 1)8. Fl2n + 1)8,

t, = {p(2n 4 1)0)° —-%(cf + ¢, + e chp(2n + 1)6
— .6 1. f(2n + 1)0. F(2n + 1)6.

Cela posé les équations (57) donneront sur le champ en faisant
k= 2,3,... et éliminant ensuite:

I Vg.Vg... .V

(k) = G gy O g e

(60) . o v o)
mh) = G O T
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De cette maniére il reste seulement les deux fonctions #(1) et (1), qui
sont encore inconnues. Or st l'on fait k = 20 4+ 1 on a

a=¢e=0; wen+1)=nx(0)=(2n+ 1)’ . p(2n + 1)0 =7 (2n + 1);
U‘Zn{»l = {50(27[1 + I)0}2) t2n+1 = {50(2" + 1)0}3___63'. = ’02,,; t;n+l = ’v‘;n;

donc en substituant

{72.(1)}‘211+1 — (2n + 1)2,,“ to .ty .. ten

. )
Vy.V3...Vap-1
’ ’ ’
by oty. .. tan
- 7
Vo .V3...Von—1

(m (0 = (2m + 1),

et de 13
w(1) = (2n + 1).?’IV—-——t2't3"'t” )

Vy.V5...Van—y

(61) -
mEV L b

ﬂ‘(l) = (2 + I)' \/v;.vf,...v;,.,l'
Connaissant ainsi 7(1) et 7,(1) on aura z(k) et z(k') par les équations (60)
et ensuite ¢ par l'équation (53).

On peut simplifier un peu les expressions de x(1) et z,(1) en re-
marquant que f,, =y, by g =1ly, ..., Vguy = Vs, Vg =70;, ... etc. On
obtiendra ainsi

(1) = (2n + [),?nv<M>’.tﬂ+l ,

Vy.Vgeoo Un

Attt N\,
(1) = (2n 4 1). \/(;“—) agr

e Vse.sp

(62)

Les quantités sous les radicaux sont représentées sous une forme frac-
tionnaire mais selon ce qui précéde elles sont réellement des fonctions
entieres. On pourra trouver ces fonctions par un procédé particulier que
nous allons exposer.

Multiplions I'expression de =z (k) par #'(k); nous obtiendrons, en remar-

quant que 7(k).7'(k) = (20 + 1)’.{02——{50(27@ + 1)0}’} = —(2n + 1)%v,

70 MR 7%
'v,.vs...vk_l

2(k) {x(Dff = — (20 +
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Cela posé, soit

t,. 8., . 4
Voo V5. .. Vp1

(64) =S,

nous aurons
’l)k . S‘H-l - tk-f-l . Sk; ,"k—l . Sk = tk . Sk—-l'

De la on tire en multipliant la 1°* équation par c, , et la seconde par

0, . .
— iy ;k—"— et ensuite ajoutant:

te. Ok
(65) O =~0Cy V% Sep1— (Crtesr + Cepr-O) - Se + G- £ - S

Cela posé si l'on désigne par 6, la valeur de #, en y changeant le signe
de f(2n 4 1)0. F(2n + 1)8, les coefficients de S, et S,_, seront divisibles
par v,. En effet on a d’abord
b O ={p(2n + 1)0—c}}{pX2n + 1)0 — }{¢*(2n + 1)0 —c;_,},
c’est a dire
tk'0k= 'vl.'vk.vk__l.

On trouve encore a l'aide de la formule (59)

Coatinr + Copr- Oy = (g + Cepr) - p(22 + 1)0.{’(2n + 1)0 — i}
= (Gt + Cer) . (20 + 1)0. 0.

On aura donc en substituant dans 1’équation (65) et divisant ensuite par v;:

(66) Ce1-Sep1 — (Coy + Cop)-g(2n + 1)0. S,
+ G {p’(2n + 1)0—¢l} .S, =0

Cette formule donne une loi trés simple pour former successivement les
fonctions 8, en connaissant les deux S, et §,. Or om a

EEORO

8 = (zn + 1)

=v, =¢(an+ 1)d—c et S, =1,

Par 13 on voit donc que les quantités S;, S,, ..., S déterminées par la
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formule (66) en faisant k = 2, 3, ... seront des fonctions entiéres.
faisant & = 2# on aura la valeur de

S% — t,. t;. . .t
Vg .V3...Vep-1
et
(67) (1) = (2n 4+ 1).7V8,,.

On aura en méme temps en vertu de la formule (60)

S AN S SEYIRN VL
(68) "(l“) = (zn + 1F— 1 \“(I)l "8,
En faisant
o kbt
(69) S = VeV Vi

on aura entierement de la méme maniere

(70) €y Sty — (6y + €40) . p(2n + 1)6. 5

+ ek+1-{¢?(2" + 1)0"—3?}- -1 = O.

§ 3

Théordme IV. Soient a,, a,, a,, ..., b,, b, b,, ... des quantités

25
En

en

nombre quelconque et dont I'une au moins soit variable. Si 'on désigne

les racines de 1'équation

(71) (a, + o,z + a,2° + ... + a,2")’
— (0, + b+ b+ ..+ ba) (1 — (1 + ') =0

par
0, ¢0,, ¢0;, ..., ¢0,
je dis qu’on aura

(72) o(+6, +6,+6,+...+6

+ 6,), = 2 une constante

en déterminant convenablement le signe des quantités 6,,6,, ..., 6,.

Acta mathematica. 26. Imprimé le 24 mars 1902,
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Démonstration. Soient pour abréger

[p=0+ a@+ ...+ apa",

(73)
]g = bo + blx + . + [)llx")

et faisons
(74) ¢(2) = p* — (1 — @) (1 + €’2%).

En mettant pour # I'une quelconque des quantités ¢4, , ¢6,, ... on aura
(75) ¢(¢0) = p* —¢". (1 — ¢%¢0) . (1 4 €’¢’0) = 0 = p* — ¢*({6)". (FV)".

En différentiant cette équation par rapport a 6 eta,, a,,...,0,,0 , ...
il viendra

(76) d'(¢) . 16. F0.d0 4+ 2p6p — 2q09(f0)*. (F6)* = o

ol le signe de différentiation ¢ se rapporte aux seules quantités a,, @, ...,

by, .... Maintenant la méme équation (75) donne

(77) p=cqfd.F§ ol e= +1.
En vertu de cette équation on aura
2pop — 2q69(f0)* (F6)* = 2¢f0 . F8{qop — poy}.
L’équation (76) deviendra donc en substituant et divisant par f0.F6:
¢'(¢h).d6 + 2e(gop — pog) = o
d’ott Ton tire

(78) cdf = 2P91— a9p)

¢'(g0)
La quantité 2(pdg — ¢dp) est une fonction entiére de x = ¢ que nous
désignerons par A{¢6). On aura par suite en mettant pour & ces valeurs

0,,0,,0,,...,0, et désignant les valeurs correspondantes de ¢ par ¢, , ¢,,
&, ..., €, les équations suivantes:

~:3,

R R T | e
(79) <1 1 ¢)I(¢01), b.)r 0? = 9/',(5502\’ . PR -~ 3 811(0/1 - ?”l(sfﬂy)
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qui ajoutées membres a membres donneront celle-ci

. . o ap _ Meth) | Agb,)
(80) e db, 4, db, 4 ... te,df, = F (o8 + F (gt
Cela posé il est facile de voir que le degré de la fonction entitre A(z)
est moindre que celui de la fonction ¢’(z); donc en vertu d'une formule
connue le second membre de 'équation précédente s'évanouira. Il viendra
done

i(?ﬁu) .
¢'(¢0,)

+ ...+

(81) e,d0, + e,d0, + e, db, + ... + £,df, =0

d’ot I'on tire en intégrant:

(82) &0, +¢,0, +¢0, + ... 4 ¢,0, = a une constante
et de 13
(83) ¢(e,0, + .0, +¢,0, + ... +¢.6,) = C.

Le théoréme est donc démontré.

La démonstration précédente suppose que toutes les racines de 1'équa-
tion soient inégales, mais il est évident (ue la formule (83) aura encore
liew si quelques-unes des quantités ¢d,, ¢8,, ¢0,, ..., ¢, deviendront
égales entre elles.

La valeur de ¢ ¢, n'est pas arbitraire; elle est déterminée

c 2
1 23y """y ~n

par Uéquation p = eqf@. F@, c’est-d-dire

(84) a, + a,00, + a2($00k)2 + ...+ am(fpﬁk)m
= &;.(0y + bi¢l), + by(¢0)® + ... + b(0)") .16, . F6,.

Les quantités 6,,6,,..., 6, sont en vertu de l'équation ¢(z) = o
des fonctions de a,, @, ..., 0,6, ,.... Si un certain nombre & de ces
derniéres quantités sont indéterminées on pourra en général les déterminer
de la manitre que 4 des quantités 4, , 8,, ..., 8, soient données. Soient
donc 0, ,6,, ..., 6, données, les quantités 6,,,, 0.,,, . .., 6, deviendront

des fonctions de celles-la. Te cas le plus simple et le plus important est
celui ot #— % a la valeur la plus petite possible. Or il est clair qu'on
peut disposer de g — 1 des quantités a,,a,,...,b,,b,,...; donc on

peut regarder les u — 1 quantités 6,,6,, ..., 6, , comme données et en-

e
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suite déterminer ¢@, en fonction de ¢8,, ¢4,, ..., ¢6, , de la sorte que
I'équation (83) soit satisfaite. Soit
(8s) ¢0, = ¢y, ¢6,, ..., ¢0,1]);

on tire de l'équation (82) une autre valeur de ¢6, savoir

¢0, = —e,. (50, + &0, + ...+ 5 b — )
done

(86) ¢(,0, +e,0,+...4+¢,,0, ,—C)=—c¢,.d{¢b,,¢0,,...,¢6,,}.

Cette formule dans laquelle toutes les quantités 6,,6,, ..., 6,_,, aussi
bien que ¢ , e, , ..., ¢,_,, sont arbitraires, exprime la propriété fondamentale
des fonctions elliptiques. En posant ¢, =¢, =...=¢,,, on a

87) ¢, +6,+0,+...+ 0, —C)=—¢c,d(¢b,,¢b,, ..., ¢0,,)

Cela posé, considérons quelques cas particuliers.
1. Soient

[p =ax + a,x* + ...+ ¢, M = Ax),
lg =0, + b0+ ...+ b = A(a);

dans ce cas I'équation (71)

(88) |

(89) P —@’(1 — (1 + €2 = o

sera du degré 4n + 2, et ses racines seront deux a deux dgales mais de
signes contraires. Soient donc

0?"+2 = _01; Orys = —0,;5 .. .5 Ouyy = — Oy

= &, = 1, l'équation

Supposons @, , 6,, ..., 6,, donnés et &, =, = ... 2

(77) donnera celles-ci

(G}

(90)  Algf,) = A(¢8)) .16, . FO,; Mel,) = Al¢8,).f0,. F0,; ...;
/1(¢02n) = A(¢6,,) .10, . F6,,.
Eaus1y San42y - - - 5 Sanye sODt déterminés par les équations:

A(¢02n+l+m) = s?n+l+mA1 (¢02n+1+m) . f02n+l+m . F02n+1+m)



Recherches sur les fonctions elliptiques. 29

- A(spom) = s2n+l+mll (¢0m) . f0m . ‘Ewﬂm;

donc en vertu des équations (9o)

c¢’est-a-dire en remarquant que 6,,,,,, = — 0

Conpigm = —1; 81 m>0 et m<2n+4 1.

On aura de méme

Sings = " Entre

La formule (82) deviendra donc

(91) 201 + 202 + v + 202,: + 2€2u+10‘)n+1 = (”
d’olt
(92) ¢(01 + 02 + 03 + e + 02:1 + a) = — ¢ '¢02u+1'

e est égal a + 1 et déterminé par I'équation

c — 31(‘,002,:“) . ﬂ)2n+1 . F02n+l .
- A(plhn 1)

@ est une quantité constante que nous allons déterminer.
L’équation (89) nous montre que b} est égal au produit des racines, donc

bg £ 50201 . 50202 Ce ’0,0% . ¢202n+1;

on en tire:

bo
(93) ¢02n+1 = i 9001 . goﬂ, .. Soﬁin )

La quantité b, se détermine & l'aide des dquations (90). Comme elles
sont linéaires par rapport aux quantités @, a,, ..., b,,0,, ..., elles donneront

1y Yoy Y1
b, et par suite ¢6,,,, en fonction rationnelle des quantités

¢0,,00,,...,¢0,;0, .F0 (0, F6,,...;([0,. F0,.

Pour déterminer la constante a soient §, =60, = ... = 6,, = O.
Alors il est clair par la forme de 1'équation (89) qu'on doit avoir
by =a, =b

o =a, = ...=a, ; = 0. Cette équation se réduit alors a

1 1

x4n+‘2 = 0
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et par suite dans ce cas ¢6,,,, = o, donc Ja formule (92) donnera

¢a = 0
et par suite
bo
(94) ¢0, + 0, + 0, + ... + 0n) = £ 5Pt
Supposons par ex. # = 1, on aura
b(}
(94') o+ 0=+,

et pour déterminer b, on aura les deux équations
a,¢0, + ¢%°0, = b,.f0,. 16,
a,¢0, + ¢’0,=1b,.10,. F0,.
On en tire en éliminant q,

b —  ¢b et {90 — ¢’}
° T of,. 10, . F, — ¢b,./9,. F8,’

donc en substituant dans la formule (94')

_ ¢,01 - 59,{):
¢0 + 0) = 55— gp, fo, TG,

Pour déterminer le signe, soit 6, = o, on aura ¢f, = F ¢f,; done il faut
prendre le signe inférieur et par suite

—_ ?201 i 50’02
o0, + 0)) = o Fo, — o6, 0, TG,

Si on multiplie haut et bas de la fraction par le dénominateur en changeant
le signe du second terme, on trouve en réduisant

B, f6,. b, + b, 6, F6,
g0, + b,) = 1 4 e’’’ . 0’0,

1

¢’est-a-dire la 1%° des formules (10), tome II, pag. 105.
La formule (91) donne

50(01 + 02 + e + 02!5 + Sontl- 0‘2"—]—!) = (.

Si l'on pose § =6, =... =40, = 0, on aura comme NOUS avons vu
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plus haut 6,,,, et par suite C =o0. En faisant en méme temps ¢,,,, = 1

il est clair qu'on aura en vertu de ce qui précéde ce théoréme:

Théoréme V. i I'expression

a,00 + a,(p0)° + ... + ay(pf)*tt — (b, + b (g0 + ... + baa(gO)"?) . f0. FO
(90— ¢0,Xe0 — 9’6, )Xp°0 — ¢%6,) .. . (90 — 960X — @*brns)

reste finie en attribuant a la quantité 4 les valeurs 6, ,4,, ..., 65,, on
aura toujours '

v, +6,+6,+ ...+ 0, + 6.,,) = o0.

En faisant 6, = 0,=...=6,,,, = @ on aura comme corollaire ce théoréme:

Théoréme VI. Si 'expression

a,90 + a,(pf) + ... + an(p)*+ — (b, + b(¢#)" + ... + bus(pf)"). /0. F
(9™ — layrt?

se réduit 4 une quantité finie en faisant # = a on aura

¢(2n 4+ 1)a = 0;
ou bien si la fonction

a,00 + a,(p0)® + ...+ a, (00" — (b, + b,(¢0)’ +...+ b,_,(06)"*) . 0. F6

et les dérivées par rapport & 4 jusqu'a l'ordre 27 incl. se réduisent a zéro
pour 6 = a on aura

¢(2n 4+ 1)a = o.
On peut encore énoncer ce dernier théoréme comme il suit.

) sont telles

0

Théoréme VIL. Si les quantités a ,a,,...,5,,0,, ..

que l’équation

(@2 + a,2° + ... + a,2"")?
— @, + 02"+ ...+ b, 2" (1 — )1 + €’2°) = a){x’ — ¢’a) !
a lieu, la quantité a satisfera nécessairement a 1'équation
¢(2n 4 1)a = o,

. 9. . . mew + m'al
c’est-a-dire on doit avoir a = ——
20 4+ 1

o m et m’ sont des nombres entiers.
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2. Soilent maintenant
p=ga, +ax’+...4a, 2" = Ax),
q=>byxr + bx*+ ... 4 b_, 2= A(x).

Dans ce cas I'équation

(95)

2 2 2.3 2,2
(96) P — g'(1 — 21 + e'a?) = o
sera du degré 4n et ses racines seront deux a deux égales mais de signe
contraire. KEn faisant 6,,,, = —6,, Opro=—206,, ..., 0, = — 0,,,
g =g, = ...= &, ;= 1 on aura pour déterminer a,,a,,..., 0,0 ...

les équations suivantes:
(97) A(fpox) = Al(’&al) 16, "Fﬂl; 1(5002) = /11(5502)"(32 FO, ..
1(5002,,_,) = A (¢02n—1) SOy . FO,,_,.

On aura ensuite
. A . [ Fbs,
oo 'i(¢ﬂw) ’

E?n-l—l = s2n+2 == gy = — 1 Sqp = Son -

La formule (82) donmera done

(979 20, + 20, + ... + 20,,_, + 2&,,0,, = const,,
de la
(98) ¢0 + 0, + ...+ O+ a) = — &3,¢6,,.
En faisant §, =6, = ... = 6,,_, = 0 on aura
by =0 =...=b,_,=0,
a,=a, =...=a, ;= 0;
donc I’équation (96) deviendra z** = o. Toutes les racines sont donc alors

égales a zéro et par suite ¢4,,=o0. L’'équation (98) donnera donc ¢a=o0
et par conséquent

,0(01 + 09 + LR + 0211—-1) = .-_t Soﬂ'ln)
¢0,, se trouve en remarquant que a; est le produit de toutes les racines, donc

(l,g =5 5;?01 .¢?02. . '¢?02"
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et de la
(llqu—ﬁ
9/'.0211 - i ¢A———H‘ ] ¢02 ‘.. ) S!‘”?n—‘
done enfin
(1-0
(99) O+ O+ ) = g

@, et par suite le second membre de cette équation est une fonction ra-
tionnelle des quantités:

0, ,¢0,. ..., ¢6,_; [0,.F8,;10, F0, ;. .. ([0, . FO,_ ..

On peut remarquer que la formule (99) doit se déduire de la formule (94),
en y faisant 4,, = o.
I’équation (97’) donne encore
?(01 + 07 + R + 02n~—] + 8‘2110271) - (J"
On trouve C = 0. §8i done &, = 1 on aura le théoréme suivant:

Théoréme VIII. Si [expression

{a, + a,(¢0) + a,(p0) + ... + ay(gf)P*} — (bt + b (e0) + ... + Du_o(gf)"—2).f0. FO
(@0 — @0 g0 — "0, )"0 —¢*0,) .. (¢ == ¢ )

se réduit 2 une quantité finie pour § =6, , 6,, ..., 6, on aura tonjours:
@, +60,+ ... +6,)=o0.
En faisant §, = 6, = ... = 6,, = a on en déduira un antre théoreme:

Théoréme IX. Si une équaticn de la forme
(@ + a,2® + ... + a,2”)°
. (box 4+ ..+ bn__ga':?"*s)a(l —c’x’)(l + 82.’62) = a? {xﬂ_’ﬁ‘)a}?n

a lien indépendemment de la valeur de x, la quantité a satisfera nécessaire-
ment a 'équation
¢(2na) = o,
, < 5. . . meo + m'or )
c'est-a-dire on doit avoir a = — ou m et m' sont des nombres

entiers.

Acta mathematica. 26, Imprimé le 21 mars 1902, D
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3. Si lon fait

-1
Ip =az+ar’+ ...+ a2,

(100)
lg =2 +b2*+ ...+ b2
ou encore
p=a, +az’+...+a, "
(101)

3 2n—1
qg="bax+ bax*+...40b_2™
on démontrera de la méme manitre les deux théorémes suivants:

Théoréme X. Si l'expression

a, 08 + a (00)® + ..+ au_ (@)1 — (b, + b, (¢0) + ... + bu_. (@8 2). f0. FO
(5020_ szel)(sozﬂ — 972”’) . (¢!ﬂ__ S0202")2

recoit une valeur finie pour § =6,,46,, ..., 6,, on aura toujours

00, +6,+6,+...+86,) =

Ol m

Théoréme XI. Si l'expression

@ + a,(90)" + ... +au(gf)y" — (b,eb + b,(¢0)° + ... + ba.(gf)"').f0. FO
1 — G0N0 — 0 . (6 — Py

recoit une valeur finie pour § =46,,60,, ..., 6,,,, on aura toujours

PO, + 0, + ..+ Ouy) =

En supposant §, = @, = ... = a, on aura comme corollaires:
Théoréme XII. Si 1’équation
(ayr + a,2® + ... + a,_27)°
— (b + b0,2" + ...+ b, 2N (1 — 2% (1 + e’x?) = el (2® —— ¢ a)" !

a lieu pour une valeur quelconque de z, la quantité « satisfera nécessaire-
ment a 1’équation

N 1
p(2na) =5
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Théoréme XIII Si 1'équation
(o + a,3* 4 ...+ a, 2™ — (byx 4 b2 4 ... + b, 2™ ) (1 —c*2*)(v + €’x?)

— 62621)3_1(562 . ¢?a)2n+l
a lieu pour une valeur quelconque de z, la (uantité a satisfera nécessaire-
ment a 1'équation

p(2n + 1)a =

Ol

Ainsi p. ex. si I'on suppose » = 1 on trouve que l'équation
agi® — by(1 — ¢’z (1 + €’z?) = e’c*hi(a’ — ')’
doit donner

p2e) =5

Ii'équation précédente donne en effet — 1 = e’c’¢*a et cette relation en-
A P I :
traine l'équation ¢(2a) ==; comme on peut le voir par la formule
0

__ 2¢a.fa.Fa
P2 = I ocga

8§ 4.

Relations remarquables entre les quantités de la formne
me 4+ m' B
< 2n + 1 )

La formule (38) du § 2 donne pour la quantité ¢s une valeur ex-
primée en fonction linéaire des quantités de la forme ¢(ma + pB). Or on
peut a l'aide d'un théoréme démontré dans le paragraphe précédent trouver
pour ¢c une autre expression beaucoup plus simple. En effet, en vertu
du théoréme VII I'équation (40) donnera nécessairement

p(2n 4+ 1)e =0
d’ou T'on tire
__ me + po
T 2n +1
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et par suite

me + pol
e =P\ "on ¥ 1
2n 4 1
ol m et g sont deux nombres entiers. 11 en résulte en vertu de la for-
mule (38) qu'on pourra toujours trouver deux nombres entiers m et n
tels que
+ poi <
maw yZo '\ml+ul
— )= ¢(m 7
(2n+l) 2n+[§"‘z <a+/ﬂ)’
quelles que soient d’ailleurs les valeurs des nombres entiers & et I'.
2w 2@

On aura en substituant les valeurs a = =
¢ S & o8 @ 2n + 1’ ﬂ 2n + I

. 2n 2n o
s;(fmw + paov\ P s« Z gk ¢<2m(u + 2//.wc>
L2 41 2n + 1 b by ’ 2n 4+ 1

Les nombres entiers m et g du premier membre dépendront de la valeur
de k et k. Par un raisonnement, que je supprime ici, je suis parvenu a
démontrer que m = — (— 1)".nk’, p = + (— 1)'kn, en sorte qu'on aura
pour des valeurs quelconques entleles de Ik, I et n

2n 2n

. , 2mm + 2n@i k' — nkal
102) E ok .e(» — == —(—T1)". (2R 1). <—~—~—
( ’ fod‘m ~ / 2n+1 ( ) ( + ) ¢ 2n+1

\

N

ou
2r
N
0 == CO ¢ sin ———
2n + I + w4+ I

On pourra déduire de la formule précédente plusicurs autres qui sont
plus simples. Ainsi si l'on multiplie les deux membres par ¢ et quon
prenne ensuite la somme par rapport a &' depuis &' = O jusqua A" = 2n

on trouvera

n 2n

amk 2mo + 2n&i\ et v WK @ — nl.an)
(103) Zmo '¢<M2n T ) = (— 1) .Zk_ J ¢(«1——2n T .

0 0

Si 'on fait & = o, on obtiendra en développant cette formule:

’ »” 2vie ‘20 + 2vi 4o + 2v@! ‘e +-’_’ﬂ)
(104) f"\2:L+1) +¢K 20+ 1 >+'L( 20 + 1 >+ -+ ( 2n + 1

o NREN P nw .~y 2nw v—ow, [ 2170 \]
ﬂ(—l) '{0 ¢<2n+1>+0 ¢<2n+l> + + <2n+l>f'
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En multipliant les deux membres de I'équation (102) par ¢

ensuite la somme par rapport & & depuis k = o jusqua k = 2n, on ob-
tiendra

et prenant

2n 2n

ok’ 2vw + 2pdr et Nk <uk'w — nkEll)
(105) ;,40 '¢< 2n 4+ 1 )_( 1) .;ka AP .
Pour & = o on obtiendra la formule

(106) w( 2ve >+ 50(2”_‘“2‘?51) + (2 +ﬂﬂf) I ¢<2vw + 4:@')

2n+1 2n.+ 1 . 2n 1 2n + 1

= (— 1)1"{0“‘y5"(2:ii I) + 6—%?(2:1?-&'1) Tt 0“—2"v¢<22’1'b1-6i‘) } .

Si I'on suppose par ex. dans les deux formules (104), (106) n=1,v =2

on obtiendra:

4@ + 4@t 40 + 4@\ o 2T 2
(T>+’“< >+¢\ 3 4)_ i 3"“(3.)’
40 40 + 260 40 + 4@1 ey wn 2T (@)
"’(3)"””( 3 )+¢< 3 ) 29
ou bien
[0 w + @1 w— @\ .
o(5) —e(57) +o(*5) = — 5 14(5)

on en tire

3 3

[5) =0l =0 5(5)

On pourra encore trouver d'autres relations plus simples que celles ex-
primées par les formules (104), (106). On a en effet:

. mai P a)+mw1, ~m  [@— MBI om 20+ m@)

(108) O_¢<2n+1> 2n+I ) +0 <2n+l ) +0 gﬂ( 2n41
[o l
1 i

—gm <’2(u—m57;_1,) (—I " e (nw+me N nw—mz‘ii
\ 2n+ 1 ¢\ 2n41 P\ Zng1 /[

(25 = ) 4 )

(107)

/



38 N. H. Abel
) mo [ MO — @ nm, (MOEBN .y, <ma)—2(_'u'i>
(109) o= s‘7(2n+1> +o ¢( 2n+l—> +o 5”( 2n+1 > Ozt

aom  [MO— 281 w | amn (mo—ni s, (M@ + 0@\ |
— 5 ¢<—————2n+l )—l—...—(——l).{o gp( 2n+l—>+0 gp( 1 >I

Ces équations peuvent remplacer la formule (102) dans toute sa géné-

ralité. Elles donneront des résultats différents pour m=o0,1,2,3,...,n,
mais ceux qu'on obtiendra pour une autre valeur de m rentreront dans
ceux-la.

§ 5.
Je terminerai ce second mémoire par 1'énoncé de plusieurs théorémes

qui me paraissent de quelque importance.
2w + 2pdt

Théoréme XIV. Soient pour abréger a = — ott les trois
© 2n + 1

nombres entiers e, g, 22+ 1 ne sont pas divisibles par le méme facteur et

y=¢0).0(a—0).p(a+0).¢(2a—0).¢(2a+6)...¢(na—40).¢(na -+ 0),

S . e'p’a 1+ e'p'2a 1+ elpna

[ . . e
1 1 —c¢’a’ 1 —clp*2a 1— c’go'na’
l VS 2 .2 3 .2
e =e2n+1l”"°5"“ I —c'p2a I———cgpna’
1 I+ e*p’a ' 1 + e’p’2a I + e'¢’na

Cela posé, si I'on désigne par P une fonction quelconque enticre des
2n quantités:

o0, 90+ a), ¢(0 + 2a), ..., ¢(0 + 2nq)

qui aura la propriété de rester invariable par le changement de 6 en 6 4 a;
on pourra toujours faire

P=pqg.\0d—cy)X1 + ey

olt p et ¢ sont deux fonctions entiéres de la quantité y. Si l'on désigne
par P’ la valeur de P lorsquon y change le signe de « on aura en méme
temps

Pr=p—q.Vi —dyXt + ey
En désignant par v le degré de la fonction proposée P par rapport a ¢f,
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les fonctions p et ¢ seront respectivement des degrés v et v — 2 par
rapport a y.

La démonstration de ce théoréme est principalement fondée sur cela
que les racines de l'équation

(110) 0 = x(¢’a — x")(p’2a — 7). . . (¢'na — %)
—y(t + e’c*p’a. a1 + e’c*¢’2a.7%) . .. (1 + e’cPp’na.x?)
sont les 2n 4+ 1 quantités
¢0,¢0 +a), ..., ¢+ 20a).

Si I'on pose par ex.:

P=y¢0+¢l@+a)+...4 ¢(@+ 2na)
on trouvera cette formule:
(111) (—1)".00.0(a—0).¢(a+0)...¢(nat+6).¢(na—6).€".c" (¢a.¢2a...ona)’

=¢f+¢@+a)+¢0+ 20)+ ... + ¢(0 + 2n0a).

Si P'on fait:
(112) P={¢0+ 0"¢p(0 + a) + 0*¢ (0 + 22) + ... + " p(0 + 2na)}™*!
ol

2 + i sin il
81
2n 4+ 1’

0 = cos§
2n 4+ 1

P aura la propriété requise et 1’'on trouvera:
(113) P=ay+ay’ +ay'+... + ey
+ G + 09" + .+ b T)VO — S+ YD)

N\ . - . S Y7z :
ou les coefficients @,, @, , ..., b,,8,, ..., b, satisfont & 1'équation

(114)  (ay+ay*+-+a, gt —0, + 0,0+ +b, v ) (1= (1 +€lyF)
— a?(yﬂ_k?)‘ln-}»l

pour une valeur quelconque y.
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Connaissant la valeur de P pour chaque valeur de g il est facile d'en
tirer la résolution algébrique de I'équation. On a en effet en désignant
par P, la valeur de P qui répond a pu:

24l

(115) @0+ 0"p(0 + @) + 6% ¢ (6 + 2a) + ... + 0™ ¢(0 + 2na) =""/P,

d’out 'on tire ensuite en faisant p=o0,1,2,..., 2n

b y

(116) ¢ (0 + ma) =

2n + 1 {(- I)n62n02"(¢a * ¢2a trt ¢na)2 '?/

0B, 0P, o 07 R

ce qui est l'expression d’une racine quelconque de I'équation.

méar + ko . , .
— AI'Te ! S S el 1 3
2n + ourra toutours s’exprimer
n 1 .

). On aura en cffet

Théoréme XV. ILa quantité ¢<

algébriquement en fonction de ;o(

(m(‘z';i-{- 2kw’,
\ 2n4a )

(117)

2u4l 2uk ?
41 OTEINA AT 0T L,

ot A, A,,..., 4,, sont des quantités réelles et en méme temps des fonc-

) et sin ( - ) Pour I =0
I 20 4+ 1

. . ., w
tions rationnelles des deux quantités cr<2 ¥

! n
on aura

2n 41 2n+1

I1 est a remarquer que l'une des quantités A4,, A,, ..., 4, est nécessaire-
ment égale a zéro. Cela se voit a l'aide de la formule (108).
La démonstration de ce théoréme se déduit des deux formules (1716),

(104).

Théoréme XVI. Si les deux quantités w et @ sont liées entre elles
par l'équation ® =@ .\2n + 1, c'est-d-dire si I'on a

1
di
‘/1\/(1—:7")14-65) \/2)1+l [v\/\l—f-r v)(l——oo)
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ol ¢ et ¢ sont des quantités réelles et positives, alors la fonction ¢ aura
la propriété suivante:

. 2um ] . 4um 2w
s <2n + 1) "0<2n + :) _“Sm<2n + 1)"”<2n + l>+ o

n 2npamw n n PYATI po
_(__ 1) S]n(Znil)',D(ZniI) =(——- I) +F.\/2n+l-¢<2n+l>s

ol g désigne un nombre entier quelconque.
Si par ex. # =2, p= 1 on aura @ = @\’5 et

in () (5) s ) 55) = 5 (5)

Fin du second mémoire.

Christiania le 27 aolt 1828.
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