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R�esum�e : Nous montrons �a partir de quelques exemples en Maple, tir�es de notre enseignement

ces deux derni�eres ann�ees en DEUG premi�ere et deuxi�eme ann�ees �a l'Universit�e Lyon-I et en Classes

Pr�eparatoires (Math. Sup. et Math. Sp�e.) au Lyc�ee du Parc et �a celui de la Martini�ere-Monplaisir,

comment le calcul formel peut s'int�egrer dans l'enseignement des math�ematiques et comment il

peut changer notre rapport �a celles-ci. Nous commen�cons par examiner quelques pr�ejug�es courants

sur l'utilisation de Maple. Ensuite nous abordons di��erentes applications �el�ementaires mais riches

en enseignements (nature du trac�e d'une courbe et �etude de la suite de Fibonacci) en insistant sur

la n�ecessit�e d'une compr�ehension du fonctionnement interne d'un calcul formel (((bô�te noire)) de

la factorisation). Puis nous analysons quelques di��erences fondamentales qui existent sur le plan

du lexique entre un langage de bas niveau et un calcul formel. En�n nous mettons en �evidence,

grâce �a l'exemple des matrices magiques, l'int�erêt heuristique de l'approche formelle. En annexe,

nous d�eveloppons deux exemples plus complexes du point de vue technique, comme un probl�eme

de factorisation et la surinterpr�etation fractale des commentaires de Conway.

A) Introduction ou quelques pr�ejug�es sur Maple.

Si le calcul formel fait maintenant partie des programmes des classes pr�eparatoires ainsi

que de certaines �li�eres de DEUG et de licence, il est loin d'avoir pris sa vraie place. A

notre avis, cela vient de ce qu'il est mal connu, y compris parmi les enseignants. Nous

commencerons ici par d�enoncer trois id�ees re�cues :

1) Le logiciel de calcul formel ne sait rien faire : dans ce cas, comment expliquer qu'en

une dizaine de minutes, Maple est capable de r�esoudre toutes les questions d'une �epreuve

d'examen de math�ematiques de 1 h 30, pos�ee en DEUG premi�ere ann�ee en 1996?

2) Le logiciel sait tout faire : cette id�ee nous semble aussi dangereuse que la pr�ec�edente,

car elle conduit �a vouloir utiliser le logiciel dans des domaines o�u il n'est pas bon, au prix de

contorsions d�eraisonnables. A titre d'illustration, voici un exercice propos�e en DEUG l'ann�ee

derni�ere :

Enonc�e : simpli�er la fraction :

1 + cos a+ i sin a

1 + cos b+ i sin b

:

Corrig�e (pour Maple V version 3) : z := (1+cos(a)+I*sin(a))/(1+cos(b)+I*sin(b));

z := convert(z,tan); # on convertit en tangentes de l'arc moiti�e
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z := normal(z); # on met sous forme normalis�ee

z := subs(a/2=x,b/2=y,z); # on pose x=a/2 et y=b/2

z := simplify(z,trig); # on simpli�e

z := convert(z,exp); # on transforme en exponentielles

z := combine(z,exp); # on regroupe les exponentielles

z := evalc(z); # on met sous forme cart�esienne

z := subs(x=a/2,y=b/2,z); # on revient aux variables a et b

z := factor(z); # on factorise

Beaucoup trop d'e�orts pour obtenir �nalement l'expression :

cos

a

2

cos

b

2

 

cos

a� b

2

+ i sin

a� b

2

!

:

Nous avons mis au point le corrig�e ci-dessus car les instructions usuelles permettant la mise

sous forme cart�esienne, ou sous forme trigonom�etrique, en utilisant ou non la multiplication

par la quantit�e conjugu�ee ne donnaient pas de r�esultats satisfaisants. Nous consid�erons donc

qu'il s'agit d'un type d'exercices �a �eviter car il ne pr�esente pas d'int�erêt dans l'apprentissage

et l'utilisation du calcul formel.

3) L'usage du logiciel dispense de r�e�echir : en r�ealit�e, c'est tout le contraire et l'on doit

constamment s'interroger sur ce qu'on est en train de faire. A cet �egard, l'exercice suivant

est instructif :

Enonc�e : exprimer tan 6t en fonction de tan t.

Tentative de solution (en Maple V version 3) :

y := tan(6*t);

y1 := expand(y); # on exprime y en fonction de sin(t) et cos(t)

y2 := convert(y1,tan); # on transforme sin(t) et cos(t) en fonction de tan(t/2)

On obtient tan 6t en fonction de tan

t

2

. Mais ensuite on a beau faire : impossible de faire

apparâ�tre tan t.

Quand nous avons pos�e cet exercice l'an dernier en DEUG, la plupart des �etudiants

s'obstin�erent en vain.

Or si l'on prend du recul sur notre tentative de solution, on s'aper�coit qu'on est tout

simplement all�e trop loin : on a exprim�e tan 6t en fonction de tan

t

2

, ce qui revient �a exprimer

tan 12t en fonction de tan t. Il aurait fallu partir de tan 3t. D'o�u :

Corrig�e (pour Maple V version 3) :

y := tan(3*u);

y1 := expand(y); # on exprime y en fonction de sin(u) et cos(u)

y2 := convert(y1,tan); # on transforme sin(u) et cos(u) en fonction de tan(u/2)

u := 2*t; y2; # on fait le changement de variable : u = 2t

B) La proc�edure factor ou la ((bô�te noire)) de la factorisation d'un polynôme.

Voici une session en Maple V.3. sur la factorisation :
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- La premi�ere surprise est de constater trois d�ecompositions distinctes de ce polynôme.

Le polynôme tr�es simple �a factoriser �a la main permet une v�eri�cation rapide de la justesse

du r�esultat a�ch�e. Il est �evident que d'autres exercices de factorisation ne se prêtent pas �a

des v�eri�cations imm�ediates; l'on propose alors d'autres d�emarches de v�eri�cations.

- Le recours �a l'aide par le menuHelp (en haut �a droite de la session de travail) ou par?nom

de la proc�edure est en g�en�eral e�ectu�e, mais essentiellement dans le but de bien utiliser la

proc�edure, en particulier pour entrer les param�etres de la proc�edure.

�

A ce propos, il est

important de signaler que Maple est une immense biblioth�eque de d�e�nitions math�ematiques

accessibles par l'aide en ligne. Rares sont les utilisateurs qui s'int�eressent aux passages de

l'aide concernant le contenu math�ematique sous-tendu par la proc�edure. Parfois, dans notre

pratique de recherche, il nous arrive parfois d'y avoir recours pour v�eri�er les d�e�nitions

3



d'objets math�ematiques ou les di��erentes conventions adopt�ees, par exemple la d�e�nition de

la transformation de Fourier ou celle de la fonction de Bessel.

- Il s'agit alors de comprendre ce qui est dit de th�eorique sur la proc�edure et de voir des

concepts et th�eor�emes math�ematiques. Pour cet exemple, il faut revenir �a la d�e�nition du

corps de nombres engendr�e par les coe�cients d'un polynôme et au concept d'extension de

corps. La ((bô�te noire)) de la factorisation commence �a devenir moins magique, elle devient

((bô�te grise)).

- La deuxi�eme surprise est de r�ealiser que la th�eorie des corps de nombres est riche et utile

en calcul formel.

Il est toujours possible de faire a�cher �a l'�ecran le contenu interne de la proc�edure factor

grâce aux instructions : interface(verboseproc = 2); et print(factor);

Peut-on aller plus loin, en se posant la question de factoriser sur R un polynôme �a

coe�cients rationnels ou r�eels ? A priori, il n'y a pas de proc�edure sp�eci�que en Maple,

même dans les ((biblioth�eques annexes)) (Faire?share pour connâ�tre ces biblioth�eques).

Notons dans un premier temps que la d�ecomposition sur une extension de corps fonctionne

bien et que pour obtenir la d�ecomposition sur C, il su�t que la proc�edure solve fonctionne.

Partant de l�a, nous avons essay�e d'�ecrire une proc�edure nous donnant directement une

d�ecomposition sur R d'un polynôme, en utilisant les proc�edures existantes, en particulier

solve et factor, proc�edures qui ont des limites dans leur utilisation. (voir Annexe)

C) Le trac�e d'une courbe ou la n�ecessit�e de la v�eri�cation.

Un exercice classique, lors de l'apprentissage des d�eveloppements limit�es, consiste �a faire

calculer celui de la fonction x! sinh(sin(x))�sin(sinh(x)) en z�ero, sans pr�eciser l'ordre. Cet

exercice, fastidieux �a la main, est instantan�e en utilisant la proc�edure taylor(f,x=a,n). Mais,

outre les v�eri�cations formelles permettant de s'assurer que le premier terme du d�eveloppe-

ment est bien en x

7

, une v�eri�cation graphique par le trac�e de la fonction est instructive. Le

graphe semble tr�es accident�e. Les questions qui se posent sont d'une part de comprendre ce

graphe et d'autre part de se persuader que le logiciel r�epond assez correctement.
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plot(f,x=5.5..6);

plot(f,x=0..10);

g=1/45 x^7 -1/1575 x^11 -5699/1277025750 x^15 +O(x^18)

la fonction sinh(sin(x))-sin(sinh(x))

programme

g:=taylor(f,x=0,18);

f:=sinh(sin(x))-sin(sinh(x));

-2

-1

0

1

2

0 2 4 6 8 10

La fonction �etant ind�e�niment d�erivable, une premi�ere v�eri�cation consiste �a faire un

grossissement de zones du trac�e (par exemple la zone x 2 [5:5; 6]). La nature lisse de la

fonction est alors manifeste.

Mais les v�eri�cations les plus importantes sont th�eoriques : le graphe est born�e, l'�etablir

en montrant que la fonction est bien born�ee par sinh(1)+1. Le graphe pr�esente une pseudo-

p�eriode longue, montrer que celle-ci provient du terme sinh(sin(x)), alors que la pseudo-

p�eriode courte provient du deuxi�eme terme de la fonction. Etc...

-1

-0.5

0

0.5

1

0 1 2 3 4 5 6
x

GRAPHES DE sh(sin(x)) ET DE -sin(sh(x))
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D) �bonacci ou de la connaissance �a l'e�cacit�e.

La suite qui g�en�ere les nombres de Fibonacci se d�e�nit de la mani�ere suivante : F

0

=

F

1

= 1 et F

n+2

= F

n+1

+F

n

pour n � 2. Cette d�e�nition relue avec l'esprit de Maple permet

d'�ecrire la proc�edure r�ecursive suivante :

�rec:=proc(n:integer)

options remember;

if n=0 or n=1 then 1

else �rec(n-1)+�rec(n-2)

�:

end:

et �rec(n) donne le ni�eme nombre de Fibonacci. Seulement �a l'aide de cette m�ethode les

calculs deviennent tr�es longs pour des grandes valeurs de n. Pour aller plus loin nous allons

utiliser une approche matricielle en exploitant l'�egalit�e :

 

1 1

1 0

!

n

=

 

F

n

F

n�1

F

n�1

F

n�2

!

pour

�ecrire la proc�edure suivante :

�mat:=proc(n:integer)

local M,F:

with(linalg);

M:=matrix([[1,1],[1,0]]):

F:=evalm(M^n):

F[1,1];

end:

La proc�edure �mat(n) est bien plus performante que la pr�ec�edente, et c'est d'ailleurs la

même m�ethode qui a �et�e utilis�ee pour la fonction de Maple �bonacci(n) que l'on trouve

dans le package combinat.

Cependant nous d�esirons mieux comprendre cette suite, et pour cela nous allons consid�e-

rer sa fonction g�en�eratrice �. Un simple calcul dans les s�eries formelles permet de l'expliciter.

En e�et :

�(t) =

P

+1

n=0

F

n

t

n

= 1+ t+

P

+1

n=2

(F

n�1

+F

n�2

)t

n

= 1+ t

P

+1

n=1

F

n�1

t

n�1

+ t

2

P

+1

n=2

F

n�2

t

n�2

�(t) = 1 + t�(t) + t

2

�(t) et donc �(t) = �1=(t

2

+ t� 1):

En Maple V.4 ceci se fait ais�ement par la s�erie d'instructions suivante :

with(share); acc�es �a la sharelibrary.

readshare(gfun,analysis): lecture du package gfun dans le r�epertoire analysis.

with(gfun); appel du package gfun.

guessgf([1,1,2,3,5],t); application �a la liste des premiers nombres de Fibonacci de la

proc�edure guessgf qui ((devine)) la fonction g�en�eratrice d'une liste donn�ee. Cela peut aussi

se faire de la mani�ere suivante :

rsolve(F(n+2)=F(n+1)+F(n),F(0..1)=1,F,`genfunc`(x));

Ensuite pour obtenir le ni�eme nombre de Fibonacci, il su�t de lire le ni�eme coe�cient

d'un d�eveloppement de Taylor �a l'ordre n+ 1, grâce �a : coe�(taylor(Phi,t,n+1),t,n);

Cette m�ethode est un peu plus lente que la pr�ec�edente mais elle permet d'aller plus loin

lorsque l'on d�esire connâ�tre, non pas le nombre de Fibonacci, mais le nombre de ses chi�res.
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En e�et en d�ecomposant en �el�ements simples � et en d�esignant par �� et �� les racines

de 1 � t� t

2

= 0, l'on obtient assez facilement la formule : F

n

= (�

n+1

� �

n+1

)=(� � �) o�u

� = (1 �

p

5)=2 et � = (1 +

p

5)=2. En�n l'�evaluation en ottants de F

n

est extrêmement

rapide, et ce, même pour des valeurs de n inaccessibles par les autres m�ethodes, et donne le

nombre exact de ses chi�res.

E) Lexique ou les mille et un mots

Une des plus grandes di��erences conceptuelles entre un langage de calcul formel et un

langage de bas niveau, c'est le lexique. Plus exactement la taille du lexique. Un langage est

souvent constitu�e d'un petit nombre d'instructions �a partir desquelles l'utilisateur impl�e-

mente ses algorithmes. Tandis qu'un langage de calcul formel peut facilement contenir un

millier de mots. Cette di��erence g�en�ere rapidement un probl�eme d'ordre culturel. Un bon

programmeur d'un langage de bas niveau connâ�t de nombreux algorithmes alors qu'un bon

programmeur de calcul formel connâ�t avant tout un grand nombre de fonctions. La culture

se d�eplace donc dans le sens d'un enrichissement du vocabulaire du programmeur. Ainsi une

bonne approche du calcul formel, lorsque l'on d�esire r�esoudre un probl�eme donn�e, n'est pas

de programmer �a partir de quelques instructions mais de se demander quelles fonctions du

logiciel peuvent être utiles. Une cons�equence directe de cette di��erence, c'est la taille des pro-

grammes. En e�et un programme de calcul formel est g�en�eralement beaucoup plus court que

celui d'un langage de bas niveau qui e�ectue la même tâche. Le calcul formel conduit �a une

programmation s�emantiquement plus dense et qui est plus proche du langage math�ematique.

Cette richesse de vocabulaire procure �a l'utilisateur une grande libert�e de man�uvre et

lui permet de d�evelopper son propre style de programmation. En r�egle g�en�erale, la solution

d'un probl�eme s'�ecrit en trois �etapes :

(i) mise en �equation du probl�eme,

(ii) r�esolution,

(iii) exploitation des r�esultats.

L'�etape (ii) fait g�en�eralement appel �a une fonction toute faite du logiciel, sorte de bô�te

noire sur laquelle on n'a aucun contrôle (par exemple solve ou simplify). En revanche,

les �etapes (i) et (iii), qui servent respectivement �a pr�eparer les donn�ees et �a extraire les

r�esultats, requi�erent une certaine habilet�e de la part du programmeur : elles consistent en

des r�e�ecritures d'expressions, souvent �a l'aide des op�erateurs subs, seq et convert.

Illustrons ceci en �etablissant grâce �a Maple, pour un n donn�e, une formule d'approxima-

tion d'ordre 2n de la d�eriv�ee :

f

0

(x

0

) =

n

X

k=1

a

k

f(x

0

+ kh)� f(x

0

� kh)

h

+ o(h

2n�1

)

valable pour toute fonction num�erique f suppos�ee 2n fois continument d�erivable au voisinage

du point x

0

. Par exemple, pour n = 5, Maple trouve :

a

1

=

5

6

; a

2

= �

5

21

; a

3

=

5

84

; a

4

= �

5

504

; a

5

=

1

1260
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# mise en �equations du probl�eme :

n := 5;

expr := (f(x0+k*h)-f(x0-k*h))/h;

y := convert(taylor(expr,h=0,2*n),polynom);

equations :=seq(expr=y,k=1..n);

variables :=seq((D@@(2*k-1))(f)(x0),k=1..n);

# r�esolution :

s := solve(fequationsg,fvariablesg);

# exploitation des r�esultats :

derivee := subs(s,D(f)(x0));

'D(f)(x0)' = combine(derivee) + o(h (̂2*n-1)); # formule cherch�ee

F) alias ou un outil de d�emonstration.

En Maple la structure syntaxique de l'alias est la suivante :

alias(nom=expression);

o�u l'expression appartient au langage de Maple et n'est pas une constante num�erique. Et

la d�esactivation de l'alias se fait simplement par : alias(nom=nom);

Cette instruction permet d'�ecrire de mani�ere abr�eg�ee, des expressions moins �evidentes,

syntaxiquement parlant. Par exemple, grâce �a elle, l'on peut noter simplement la matrice

identit�e (ind�ependamment de la dimension) par Id, en faisant : alias(Id=& *());

L'activation de l'alias a�che �a l'�ecran tous les alias pr�ec�edents. Ainsi I (le nombre

imaginaire en Maple) qui est un alias pr�eexistant apparait lors de la premi�ere cr�eation d'un

alias.

Pr�esent�ee de cette mani�ere l'instruction alias semble n'être qu'une a�ectation (que l'on

obtient par :=, pourtant nous allons montrer qu'elle est bien plus int�eressante. Il ne s'agit

pas d'une macro car contrairement �a celle-ci les abr�eviations de l'alias n'a�ectent pas les

expressions ou les proc�edures mais uniquement leur a�chage.

L'alias prend toute sa puissance lorsqu'il est utilis�e avec RootOf. En premier lieu

cette utilisation permet de mener des calculs alg�ebriques de fa�con �el�egante. Consid�erons

un exemple dû �a C. Gomez. Il s'agit de montrer l'�egalit�e suivante :

(�

5

+ 1)=(�

2

� 1) = �

8

=(�

3

+ 1)� 3=2 o�u � est le nombre d'or.

Pour e�ectuer cela en Maple, il su�t de d�eclarer � comme racine de l'�equation x

2

�x�1,

grâce �a : alias(phi=RootOf(x

2

� x� 1,x));

et de faire une �evaluation alg�ebrique, avec evala, de la di��erence des deux termes.

En second lieu, l'utilisation combin�ee de alias etRootOf permet d'e�ectuer de v�eritables

d�emonstrations. Illustrons ceci par un exemple.

Montrer que :

Y

16

k=0

(z + �

k

) =

Y

16

k=0

(1 + z�

k

)

o�u � est une racine 17�eme de l'unit�e.

D�emonstration: -Pour � = 1 l'�egalit�e est une identit�e.

-Pour � 6= 1, l'on d�eclare � comme racine de :

P

16

k=0

x

k

= 0, en �ecrivant :

alias(alpha=RootOf(sum(x^m,m=0..16),x)); Ensuite l'on �evalue alg�ebriquement la dif-

f�erence des deux produits par :
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evala(product((z+alpha^k),k=0..16)-product((1+z*alpha^k),k=0..16)); a�n de mon-

trer qu'elle est nulle. 2

Comme le polynôme qui d�e�nit � est irr�eductible, � repr�esente de mani�ere g�en�erique

toutes les racines complexes (ici 16). Ainsi Maple d�emontre d'un seul coup les 16 propositions.

Une mani�ere de proc�eder di�cile, pour ne pas dire impossible, �a mettre en place avec un

langage de bas niveau (plus pr�es du processeur).

G) proc ou de la modularit�e �a la globalit�e

En Maple les proc�edures les plus �el�ementaires sont les op�erateurs fonctionnels. Ainsi la

notation �eche � > cr�ee une fonction de z�ero ou plusieurs variables, et la fonction unapply

permet d'obtenir une fonction �a partir d'une expression alg�ebrique.

Les proc�edures g�en�erales sont r�egies par la syntaxe suivante :

nom:=proc(x1:type1,x2:type2,...)

local l1,l2,...:

global g1,g2,...:

options op1,op2,...;

corps

end:

Du point de vue didactique il est int�eressant de remarquer que si l'on remplace le : qui se

trouve apr�es le end par un ; alors Maple a�chera �a l'�ecran sa ((r�e�ecriture)) de la proc�edure

sous une forme normalis�ee. Par ailleurs cette syntaxe respecte bien la r�egle d'or ((maplelienne))

�a savoir qu'une phrase en Maple se termine par : ou ;, puisque la �n de la phrase proc�edure

se situe apr�es le end.

Pour notre part, nous consid�erons une proc�edure en Maple comme une ((cellule infor-

matique)) qui doit être ind�ependante de son environnement. Aussi, si la d�eclaration d'une

proc�edure n�ecessite des fonctions qui sont hors du noyau alors les acc�es biblioth�eque et les

appels de package devront se faire dans le corps de la proc�edure. Cela permet, entre autres, de

rendre la proc�edure plus stable en cas d'utilisation de la fonction restart pour r�einitialiser.

Comme les tables en Maple sont des tables de hachage (i.e. mode de gestion de la m�e-

moire), le temps de recherche dans la table cr�e�ee par l'option remember est ind�ependant

du nombre d'entr�ees stock�ees. Ainsi il est recommand�e de l'utiliser même si elle consomme

beaucoup de m�emoire.

Le fait que le corps de la proc�edure soit �ecrit de la même mani�ere qu'en int�eractif nous

incite �a d�evelopper la strat�egie suivante lors de l'impl�ementation d'une proc�edure. Si la

proc�edure requiert plusieurs lignes non triviales de programmation en Maple, alors il est

plus judicieux de commencer �a �ecrire le corps de la proc�edure et ce, sans se pr�eoccuper de

la syntaxe g�en�erale plutôt que de faire le contraire. En e�et cette m�ethode permet de tester

de fa�con interactive son algorithme, ligne par ligne, ce qui facilite grandemment la recherche

d'erreurs. Alors que la m�ethode ((naturelle)) ne le permettra pas puisque Maple n'a�chera

aucun calcul tant qu'il n'aura pas ((vu)) le mot end ! Et même �a ce moment-l�a, il ne sera

pas ais�e de lire pour quelles valeurs des variables locales, par exemple, la proc�edure cr�e�ee

ne fonctionne pas. Par contre une fois que le corps du programme fonctionne sur plusieurs

valeurs l'on peut alors le parer de la syntaxe de la proc�edure.
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La structure même de la proc�edure en Maple am�ene naturellement l'utilisateur �a la

notion de programmation modulaire. Ainsi, comme dans un langage de bas niveau, grâce

aux proc�edures l'on peut programmer en Maple en cr�eant des modules qui s'appellent les

uns les autres a�n de r�esoudre un probl�eme globalement di�cile.

H) Calcul formel ou une heuristique �a d�e�nir.

En ce qui concerne la place qu'occupe le calcul formel au sein de l'enseignement univer-

sitaire, nous pensons qu'il reste un gros e�ort �a faire pour l'int�egrer aux autres disciplines.

Pour ne parler que des Math�ematiques, les atouts sont de taille : le calcul formel donne les

moyens de r�esoudre des probl�emes r�eels, n�ecessairement compliqu�es, et non pas seulement

des questions pip�ees car pr�evues pour que \�ca marche". Plus encore, il apporte un puissant

moyen d'exp�erimentation.

Nous illustrerons ce dernier point grâce aux matrices magiques : on dit qu'une matrice

carr�ee r�eelle est magique lorsque les sommes des coe�cients de chaque ligne, de chaque co-

lonne et de chacune des deux diagonales sont �egales. On se convainc facilement que l'ensemble

E

n

des matrices magiques d'ordre n est un sous-espace vectoriel de M

n

(R). Mais quelle est

sa dimension, et peut-on en donner une base? Comme Maple ne sait pas faire le calcul pour

un n ind�etermin�e, on choisit des valeurs particuli�eres de n.

Solution (en Maple V version 3) :

with(linalg):

n := 3; # on "exp�erimente" avec n = 3

x := vector(n^2);

M := matrix(n,n,x);

s := trace(M); # on exprime que M est magique :

equations := seq(sum(M[i,'j'],'j'=1..n) = s, i=1..n),

seq(sum(M['i',j],'i'=1..n) = s, j=1..n),

sum(M['i',n+1-'i'],'i'=1..n) = s;

variables := seq(x[i], i=1..n^2);

A := genmatrix([equations], [variables]); # g�en�ere la matrice du syst�eme

K := kernel(A, 'd'): d; # donne la dimension de E n

for v in K do matrix(n,n,v) od; # a�che une base de E n

Maple donne une dimension �egale �a 3 et pour base :

0

B

@

2 2 �1

�2 1 4

3 0 0

1

C

A

;

0

B

@

0 �1 1

1 0 �1

�1 1 0

1

C

A

;

0

B

@

�1 0 1

2 0 �2

�1 0 1

1

C

A

Pour n = 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 il donne respectivement les dimensions 8, 15, 24, 35, 48, 63, 80. A

partir de ces observations, on peut conjecturer que la dimension de E

n

est �egale �a (n�1)

2

�1,

formule qu'on peut ensuite �etablir pour tout n � 3, par un raisonnement math�ematique.

Mais nous pouvons aller un peu plus loin en exploitant ces resultats pour obtenir tous les

carr�es magiques d'ordre 3. Un carr�e magique d'ordre n est une matrice magique n � n dont

les coe�cients sont les entiers de 1 �a n

2

. Nommons a, b, c les trois matrices qui forment la

base du noyau obtenue.
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a := matrix([[2; 2;�1]; [�2; 1; 4]; [3; 0; 0]]); b := matrix([[0;�1; 1]; [1; 0;�1]; [�1; 1; 0]]);

c :=matrix([[�1; 0; 1]; [2; 0;�2]; [�1; 0; 1]]);

�

A partir de cela nous pouvons �ecrire la forme g�en�erale d'un carr�e magique potentiel :

CM := evalm(� � a+ � � b+  � c); De cette mani�ere nous obtenons �a l'a�chage :

0

B

@

2��  2� � � ��+ �+  

�2�+ �+ 2 � 4�� �� 2 

3� � ��  �  

1

C

A

Il est facile de voir que � est �egal �a 5 et que � et  sont compris entre 1 et 9. Ainsi nous

avons la matrice suivante :

0

B

@

10 �  10 � � �5 + �+  

�10 + �+ 2 5 20 � �� 2 

15 � ��  �  

1

C

A

Maintenant il su�t d'�eliminer les matrices �a coe�cients n�egatifs ou nuls grâce au test

suivant :

test:=proc(N)

local i,j:

for i to n do

for j to n do if N[i; j] <= 0 then RETURN(false) �; od:

od:

true

end:

Et de g�en�erer tous les carr�es d'ordre 3 grâce au programme suivant dont le principe

utilise des in�egalit�es entre certains coe�cients qui su�sent pour obtenir la cons�ecutivit�e des

coe�cients !

ens:=fseq(g,g=1..n^2)g minus f5g :

e:=0:

for � in ens do

for  in ens minus f�g do

if test(CM) and � < >  

and �+ > 5 and �+ < > 10

and �+2* < > 15 and �+ 3 �  < > 20

and 2*�+  < > 15 and 2*�+ 3 �  < > 25 then

e:=e+1: C[e]:=evalm(5*a+�*b+ *c):

�;

od:

od:

seq(evalm(C[d]),d=1..e);

Voici les 8 carr�es magiques d'ordre 3 obtenus instantan�ement par Maple :
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> read(magique);
Warning: new definition for   norm

Warning: new definition for   trace

, , , 







 







4 9 2

3 5 7

8 1 6







 







2 9 4

7 5 3

6 1 8







 







6 7 2

1 5 9

8 3 4







 







2 7 6

9 5 1

4 3 8

, , , 







 







8 3 4

1 5 9

6 7 2







 







4 3 8

9 5 1

2 7 6







 







8 1 6

3 5 7

4 9 2







 







6 1 8

7 5 3

2 9 4

Nous esp�erons que les quelques exemples trait�es ci-dessus montreront au lecteur que

l'utilisation du calcul formel renouvellera profond�ement notre rapport �a l'enseignement des

math�ematiques. Bien sûr, ces exemples sont des produits manufactur�es qui masquent les nom-

breux allers-retours entre r�eexion th�eorique et mise en pratique. Comme le calcul formel

permet de par son langage une grande interaction entre la programmation et les math�ema-

tiques, il remet �a l'honneur l'aspect experimental de celles-ci. Mais le calcul formel change

aussi nos pratiques de recherche. Pour le lecteur int�eress�e, nous renvoyons �a l'article de M.

Mizony.
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Annexe

Session sur une factorisation dans R

> restart:interface(labelling=false);
                                  # Un programme de factorisation sur R
decomp:=proc(P:polynom,x)
local X,r,rr,i,ii,testR,testc,Pr,Q,Qs,d,B;
X:=x:r:=[solve(P,X)];
r:=[seq(expand(simplify(combine(convert(r[i],exp),exp))),i=1..nops(r))];
                                                                                # utile pour decomposer x^7+1
rr:=[seq(evalc(r[i]),i=1..nops(r))];rr:=normalracine(rr);
                                                                                # utile pour decomposer x^8+1
testR:=1;testc:=1;
for i to nops(r) do
if type(op(i,r),function) then testR:=0;
                              # il y a un RootOf, la decomposition ne sera pas complete
Q[i]:=subs(_Z=X,op(r[i]))
elif type(op(i,r),complex)  and not(type(op(1,r[i]),function)) then
  if simplify(evalc(rr[i])-evalc(conjugate(rr[i])))=0 then 
Q[i]:=X-simplify(rr[i])                                                                         # racine reelle
 else 
  Q[i]:=sqrt(combine(X^2-expand(simplify(2*evalc(Re(rr[i]))))*X+
expand(simplify(abs(rr[i])^2)),trig)) fi              # racines complexes conjuguees
else Q[i]:=1;testc:=0 fi                   #la decomposition sera formelle ou partielle
od;
 Qs:=[seq(Q[i],i=1..nops(r))];
Pr:=product(Qs[ii],ii=1..nops(Qs));
                       # Pr n’est pas forcement sous la forme d’un polynome, d’ou ...
B:=1:d:=nops(Pr);if d>1 and type(Pr,‘*‘) then
 for i to d  do if type(op(i,Pr),polynom) then 
B:=B*op(i,Pr) fi od fi;Pr:=B;                                       #... recours a la recursivite
if degree(Pr)=degree(P) then Pr:=normal(lcoeff(P)*Pr)  
else if testR*testc=0 then Pr:=Pr*quo(P,Pr,X) else
 Pr:=Pr*decomp(quo(P,Pr,X),X) fi; fi;
subs(x=X,Pr);                                                    # c’est la decomposition obtenue
end:

        # tri des racines du polynome pour eviter des formes algebriques egales
normalracine:=proc(L:list)
local i,j,d,aa;
d:=nops(L);if d=0 then [NULL] else 
for i to d-1 do  aa[i]:=L[i];
for j from i+1 to d do
if type(L[i],complex) and type(L[j],complex) then if 
 abs(evalf(Re(L[i]-L[j])))<10^(-8) and abs(evalf(Im(L[i]+L[j])))<10^(-8)
 then aa[i]:=conjugate(L[j]) fi;fi;
od;od;aa[d]:=L[d];
[seq(aa[i],i=1..d)] fi; end:

Ce programme repose essentiellement sur la proc�edure solve. Voici quelques r�esultats

obtenus:
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> decomp(X^8+a*X^4+a-1,X);

( )− +X
2 2 X 1 ( )+ +X

2 2 X 1 ( )− +a 1 X
4

> for i from 5 to 8 do X^i+1=decomp(1+X^i,X) od;

=+X
5 1

1

8
( )− − +4 X

2 2 X X +5 5 −5 5 4 ( )− + +2 X
2

X X 5 2 ( )+X 1

=+X
6 1 ( )− +X

2 3 X 1 ( )+X
2 1 ( )+ +X

2 3 X 1

=+X
7 1









− +X

2 2








cos

1

7
π X 1









− +X

2 2








cos

3

7
π X 1









+ +X

2 2








cos

2

7
π X 1 ( )+X 1

+X
8 1

1

4
( )− − +2 X

2
X 2 +2 2 X 2 −2 2 2 ( )− +X

2 −2 2 X 1=

( )+ − +2 X
2

X 2 +2 2 X 2 −2 2 2 ( )+ +X
2 +2 2 X 1

> decomp(3*u^3+2*u^2-3*u-1,u);

1

243









− +9 u 2 31









cos

1

3









arctan

9

65
1419 2









+ + +9 u 31









cos

1

3









arctan

9

65
3 473 2 31









sin

1

3









arctan

9

65
3 473 3









+ + −9 u 31









cos

1

3









arctan

9

65
3 473 2 31









sin

1

3









arctan

9

65
3 473 3

> decomp(X^5+X+1,X);

1

18
( )+ +X

2
X 1 ( )+ + −6 X ( )+100 12 69

/1 3 ( )+100 12 69
/2 3

4 2 ( )+100 12 69
/1 3 (−

3 X
2 ( )+100 12 3 23

/2 3

50 X 6 X 3 23 2 X ( )+100 12 3 23
/1 3

− + + +

2 X ( )+100 12 3 23
/2 3

9 ( )+100 12 3 23
/1 3 ( )+100 12 3 23

/1 3

3 23+ − −

18 2 3 23− − ) ( )+100 12 69
/1 3 ( )+100 12 3 23

/2 3( )
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Commentaires de Conway et surinterpr�etation fractale.

�

A pr�esent nous allons trâ�ter un exemple arithm�etique qui ne provient pas, �a l'instar des

matrices magiques, d'un cours d'informatique ad hoc pour montrer les performances d'un

logiciel.

Il s'agit d'une suite de nombres entiers d�ecrite pour la premi�ere fois par M. Hilgemeir

en 1986 dans son article : Die Gleichniszahlen-Reihe. Mais son �etude ((exhaustive)) est due

�a J.H. Conway et a �et�e publi�ee en 1987 dans l'article : The Weird and Wonderful Chemis-

tery of Audioactive Decay. Voici sa d�e�nition : 1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, 13112221,

1113213211, 31131211131221, ... Plus explicitement nous partons du chi�re 1 et nous en

faisons un commentaire en �ecrivant qu'il y a ((un un)), et ainsi de suite. Il est clair que cette

suite ne comporte qu'un seul nombre �a savoir ((1)) et que tous les autres ((nombres)) ne sont

que des commentaires de celui-ci. Il est facile de voir qu'un commentaire (de Conway) ne

contient pas le chi�re 4 (et donc aussi les suivants). Ainsi un commentaire a un nombre pair

de chi�res.

Conway a montr�e qu'il existe, en moyenne, un rapport constant entre le nombre des

chi�res du commentaire et celui des chi�res du comment�e. Cette constante, obtenue par O.

Atkin, est la solution d'une �equation de degr�e 71 et sa valeur approch�ee est �egale �a 1,303577...

Pour �etudier les commentaires de ((un)), Conway les a chimiquement interpr�et�es. Plus

pr�ecis�ement il a introduit la notion d'�el�ement de la fa�con suivante. Un commentaire c pourra

être coup�e en deux commentaires a et b si le ni�eme commentaire de c est la concat�enation des

ni�emes commentaires de a et b. Du point de vue de cette th�eorie de la coupure, les nombres

qui ne peuvent pas être d�ecompos�es sont appel�es les ((�el�ements)). Le th�eor�eme chimique

de Conway a�rme qu'�a partir d'une certaine �etape la suite des commentaires de ((un)) ne

comporte que 92 �el�ements (auxquels il a donn�es les noms des �el�ements chimiques du tableau

de Mendele��ev !). Quant au th�eor�eme arithm�etique, il �enonce les propri�et�es statistiques de

l'�evolution des �el�ements dans la suite de Conway. Si la suite ne commence pas par ((un)) alors

un certain nombre d'autres �el�ements apparaissent mais avec une densit�e qui tend vers z�ero.

Ces �el�ements Conway les a surnomm�es, comme cela �etait pr�evisible, transuraniens.

Pour notre part nous avons d�ecid�e de surinterpr�eter (pour employer la terminologie de

U. Eco) les commentaires de ((un)) du point de vue fractal. Nous sommes partis du fait qu'un

commentaire n'est constitu�e que des chi�res 1, 2 et 3. Nous avons donc plong�e le probl�eme

dans le plan complexe de la mani�ere suivante.

Nous partons de l'origine et nous lisons un commentaire donn�e. Si nous lisons un 1 alors

nous nous d�epla�cons d'une unit�e, si nous lisons 2 nous nous d�epla�cons dans la direction de j

et si nous lisons 3 dans la direction de ��.

�

A partir de cela il est facile d'impl�ementer, en Maple, un algorithme qui surinterpr�ete de

mani�ere fractale le ni�eme commentaire de ((un)). Dans ce cadre fractal, il est alors naturel

d'introduire la notion de dimension fractale. Il existe de nombreuses possibilit�es de dimen-

sions, mais une des plus naturelles pour une courbe est celle qui est d�e�ni comme le rapport

des logarithmes de la longueur curviligne sur la longueur euclidienne.

Voici le fractal que nous avons obtenu pour le 25�eme commentaire de ((un)).
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A partir du fractal obtenu, il est facile de voir que la direction de celui-ci indique claire-

ment que le commentaire consid�er�e comporte beaucoup plus de ((un)) que de ((deux)), et plus

de ((deux)) que de ((trois)). Cela illustre bien les r�esultats obtenus par Conway.

Nota Bene : Les lecteurs int�eress�es par les programmes ou plus g�en�eralement par des

commentaires sur l'utilisation de Maple peuvent contacter les auteurs aux adresses suivantes :

lygeros ou marguin ou mizony@desargues.univ-lyon1.fr
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