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Ορισμός 
Η τυπική ανέλιξη Wiener είναι μία στοχαστική ανέλιξη Wt ,  t ≥ 0  σε συνεχή χρόνο με τις 
ιδιότητες: 

 Οι δυνατές διαδρομές της είναι συνεχείς συναρτήσεις του t και W0 = 0 
 Αν  0 ≤ s ≤ t  τότε η κατανομή της μεταβολής Wt − Ws είναι  N (0, t – s) ανεξάρτητα 

από την ιστορία Fs. 
  
  Ανακάλυψη  Brown 1827        Ανάδειξη  Einstein 1905        Ύπαρξη  Wiener 1923 
  
Λήμμα 
Η ανέλιξη Wiener είναι μαρκοβιανή και martingale. 
  
Θεώρημα 
Οι διαδρομές της ανέλιξης Wiener δεν έχουν παράγωγο σε κανένα σημείο τους. 
  
Παρατήρηση 
Οι διαδρομές της ανέλιξης Wiener  είναι φράκταλ. Συνεπώς δεν μπορούμε να αναπτύξουμε 
τον κλασικό φορμαλισμό των διαφορικών εξισώσεων για να την αναλύσουμε. Ακόμα και αν 
δεν υπάρχει  dWt / dt μέσω του μοντέλου του ασύμμετρου τυχαίου περιπάτου έχουμε: 
  
     Αντιστοιχία     dSt = St ( σ dWt + µ dt ) 
  

     και επομένως χρειάζεται μια άλλη μεθοδολογία όπου  
0

0

t

t tX dW   έχει νόημα, 

     την οποία επινόησε ο Itô το 1944. 
  
Θεώρημα 

Αν  2
sE X ds





     τότε η στοχαστική ανέλιξη 
t

t s sY X dW


       α ≤ t ≤ β 

είναι martingale. 
  
Με τον στοχαστικό απειροστικό λογισμό του Ιtô έχουμε τα εξής αποτελέσματα: 
  

Λήμμα   
0

t

s sW dW  = ½ (Wt
2 – t) 

  
Πόρισμα  Η  Wt

2 – t  είναι martingale. 
  
Λήμμα    (dWt)2 = dt 
  
Παρατήρηση 



Εδώ έχουμε ένα τεχνητό παράδοξο διότι το  dWt  είναι τυχαίο ενώ το  dt  είναι αιτιοκριτικό. 
Όμως αυτό εξηγείται από (1)2 = (-1)2 = 1. 
  
Συνεπώς ο στοχαστικός απειροστικός λογισμός του Itô αναδεικνύει το εξής νοητικό σχήμα. 
Ακόμα και αν μια οντότητα δεν υπάρχει σ’ ένα πλαίσιο εφόσον επινοηθεί ένα πλαίσιο 
ύπαρξης, παράγωγά της μπορεί να υπάρξουν στο αρχικό πλαίσιο. 
 


