
Η µοναδικότητα της συνάρτησης Γ(x) 

 

Ν. Λυγερός 

 

 

Η γενίκευση στους πραγµατικούς αριθµούς του παραγωντικού των φυσικών αριθµών, αποτελεί 

µια ειδική περίπτωση παρεµβολής, όπου δεν ισχύει η προσέγγιση του Newton, διότι τα σηµεία 

είναι άπειρα και τα πολυώνυµα δεν επαρκούν για να τα καλύψουν. Το σπουδαίο της υπόθεσης 

είναι ότι δεν έχουµε ανάγκη τη γενίκευση στους µιγαδικούς αριθµούς, για να αποδείξουµε τη 

µοναδικότητα της συνάρτησης που καλύπτει όλα αυτά τα σηµεία και που στην ουσία λύνει το 

πρόβληµα της κοµψότητας του Chaitin που ανέδειξε τον προβληµατισµό του Leibniz. Ακόµα 

και οι θετικοί πραγµατικοί αριθµοί επαρκούν. Αυτός ο ισχυρισµός βασίζεται στο θεώρηµα του 

Βohr - Mollerup που δηµοσιεύτηκε στην Κοπεγχάγη το 1922. 

 

Θεώρηµα: Η συνάρτηση Γ(x) είναι η µοναδική συνάρτηση ορισµένη και θετική στην περιοχή 

x>0 που επαληθεύει τις εξής συνθήκες: 

1. Επαληθεύει τη συναρτησιακή εξίσωση Γ(x +1) = xΓ(x) 

2. Είναι λογαριθµικά κυρτή. 

3. Επαληθεύει  Γ(1)=1. 

 

Με άλλα λόγια, η συνάρτηση Γ(x) όχι µόνο λύνει αυτό το δύσκολο πρόβληµα αλλά είναι και 

µοναδική, πράγµα το οποίο είναι ιδιαίτερα σηµαντικό σε άλλες εφαρµογές στην µιγαδική 

ανάλυση, στη θεωρία αριθµών αλλά και στις πιθανότητες, όπως το απέδειξε ο Gauss. H 

συνάρτηση Γ(x) µπορεί βέβαια να εκφραστεί και ως αόριστο ολοκλήρωµα µε τον εξής τρόπο: 
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Η έλλειψη έκφρασης της Γ(x) µέσω κλασικών συναρτήσεων δυσκόλεψε τους µαθηµατικούς των 

προηγουµένων αιώνων. Ο πρώτος που κατάφερε να δώσει µια ασυµτωτική εκτίµηση της 

συνάρτησης Γ(x), είναι ο περίφηµος Γάλλος µαθηµατικός de Moivre.   
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µπόρεσε, όµως να βρει τη σταθερά C. Αυτό το επίτευγµα έγινε από τον Stirling µέσω του 

αναπτύγµατος ln (n!). Άρα ο τύπος της εκτίµησης διαµορφώνεται ως εξής: n!  . 

Αυτή η προσέγγιση της σταθεράς µπορεί να γίνει µέσω των ολοκληρωµάτων του Wallis:  
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Πιο αναλυτικά, µέσω της επαγωγής βρίσκουµε τα εξής αποτελέσµατα: 



( )

( )

( )

2 22

22

2 1

2 !

22 !

2 !

(2 1)!

p p

p

p

p
W

p

p
W

p

π

+

=

=
+

 

Η εκτίµηση του W2p είναι      και αυτό επαρκεί για την εύρεση της σταθεράς της εκτίµησης 

της συνάρτησης Γ(x). Αυτή η προσέγγιση επιτρέπει και την εύρεση της τιµής του 

ολοκληρώµατος του Gauss:  
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=∫ . Βέβαια η µέθοδος του Jacobi είναι πιο άµεση και η 

µέθοδος της θεωρίας των υπόλοιπων σε µιγαδική ανάλυση πιο αποτελεσµατική. Αυτή, όµως 

επιτρέπει την αναγνώριση του γνωστικού πυρήνα στης συνάρτησης Γ(x). 

Με ανάλογους υπολογισµούς βρίσκουµε άλλους δύο περίφηµους τύπους που ενισχύουν τη 

µοναδικότητα της συνάρτησης Γ(x): 
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Αυτές οι ιδιότητες εξηγούν και την πολλαπλή χρήση της Γ(x) από τον Καραθεοδωρή.  


