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Για να εξετάσουμε τις βασικές ιδιότητες των αβελιανών ομάδων έχουμε ανάγκη να 
ορίσουμε την έννοια του ευθέους αθροίσματος. 

Ορισμός: Έστω iG  ομάδες (με  1,...,i n ) τότε το καρτεσιανό τους 
γινόμενο 1 2 ... nG G G G     γίνεται ομάδα με πράξη την 
εξής:     1 2 1 2 1 1 2 2, ,..., , ,...., , ,....,n n n na a a b b b a b a b a b , για κάθε ,i i ia b G  αυτήν την 
ομάδα ονομάζουμε εξωτερικό ευθύ γινόμενο των ομάδων iG . Αν όλες οι iG  είναι 
αβελιανές ομάδες τότε το ευθύ γινόμενο είναι εξωτερικό ευθύ άθροισμα και η πράξη 
συμβολίζεται , με  , άρα έχουμε 

1 2 ... nG G G G       
Θεώρημα: Έστω G ομάδα και 1 2... nG G G υποομάδες της, τότε οι επόμενες συνθήκες 
είναι ισοδύναμες: 

1) Η ομάδα G  είναι ισόμορφη με το ευθύ γινόμενο των υποομάδων iG : 

1 2 ... nG G G G     

2) Κάθε iG  είναι κανονική υποομάδα της ομάδας G , 1 2... nG G G G και 

 1 1... i iG G G e   για i = 2,…, n. 

 
3) Τα στοιχεία της iG  αντιμετατίθενται με τα στοιχεία της jG , για όλα τα 

  , 1,...,i j N με i j  και κάθε στοιχείο g G γράφεται με μοναδικό τρόπο ως 
γινόμενο στοιχείων των iG : 1 2... nx x x x με i ix G . 
Αν εφαρμόσουμε αυτήν την προσέγγιση στις προσθετικές ομάδες, έχουμε το εξής 
θεώρημα. 

Θεώρημα: Οι προσθετικές ομάδες / /p q    και / pq  είναι ισόμορφες αν και 
μόνο αν οι p και q είναι πρώτοι μεταξύ τους. 

Επομένως επαγωγικά ισχύει και το εξής πόρισμα. 

Πόρισμα:  Η προσθετική ομάδα  1 2/ / ... / nm m m        είναι κυκλική ομάδα 
και ισόμορφη με την ομάδα  1 2/ ... nm m m  αν και μόνο αν ο μέγιστος κοινός 
διαιρέτης των 1 2... nm m m είναι 1. 

Θεώρημα: Σε μια αβελιανή ομάδα, το σύνολο των στοιχείων περιστροφής τάξης είναι 
μία υποομάδα. 



Κάθε στοιχείο πεπερασμένης τάξης ονομάζεται στοιχείο με στρέψη, ενώ τα υπόλοιπα 
στοιχεία της άπειρης αξίας, ονομάζονται ελεύθερα στρέψης. Η υποομάδα των 
στοιχείων πεπερασμένης τάξης ονομάζεται υποομάδα στρέψης. 

Θεώρημα: [Θεμελιώδες θεώρημα των αβελιανών ομάδων] 
Κάθε αβελιανή ομάδα που γεννιέται πεπερασμένα είναι ισόμορφη με ευθύ άθροισμα 
κυκλικών ομάδων. Συγκεκριμένα, αν ο βαθμός της ομάδας είναι r, τότε είναι ευθύ 
άθροισμα r κυκλικών ομάδων. 

Ο βαθμός της ομάδας είναι ο μικρότερος αριθμός γεννητόρων μιας ομάδας που 
γεννιέται πεπερασμένα. Έτσι βλέπουμε ότι το εξωτερικό γινόμενο ως ευθύ άθροισμα 
στις αβελιανές ομάδες λειτουργεί σαν το αντίστροφο του πηλίκου ομάδων. Το ευθύ 
άθροισμα επιτρέπει μια μορφή μεγέθυνσης της αρχικής ομάδας, ενώ το πηλίκο 
αποτελεί μια μορφή σμίκρυνσης. 

Ένα άλλο ενδιαφέρον θέμα που προκύπτει στην αλγεβρική τοπολογία είναι το εξής:  
Αν Α είναι μια αβελιανή ομάδα, τότε εμφανίζονται ομάδες που αναλύονται σε 
ισόμορφες ομάδες προς την 

 
... A         

κ φορές 

και αυτός ο αριθμός κ ονομάζεται αριθμός του Betti του Ω. Και στην τοπολογική 
θεωρία γραφημάτων, π αριθμός του Betti ενός γραφήματος με n κορυφές, m ακμές 
και p συνεκτικά στοιχεία είναι m – n + p. Αλλά όλη η δύναμη των αριθμών Betti 
εκφράζεται στις ομολογιακές αμάδες για να βρεθούν θεμελιακά τοπολογικά. 
 


