
Περί ιδιοτήτων της αγκύλης του Poisson 

Ν. Λυγερός 

 

Μέσω καθαρά αλγεβρικής προσέγγισης, θέλουμε να αναδείξουμε τις δυνατότητες 
που προσφέρει το εργαλείο της ανάλυσης που αποτελεί η αγκύλη του Poisson. Δίχως 
να αναφερθούμε σε ιστορικό πλαίσιο και μηχανική προσέγγιση του θέματος, 
μπορούμε να ορίσουμε την αγκύλη του Poisson ως εξής: 
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Πιο γενικά, η αγκύλη του Poisson των δυναμικών μεταβλητών ( , , )j jf q p t  και 

( , , )j jg q p t      εκφράζεται με τον εξής τρόπο: 
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Η πρώτη ιδιότητα που μας ενδιαφέρει για τη μελέτη της συνεργασίας του Albert 
Einstein με τον Κωνσταντίνο Καραθεοδωρή, είναι ότι η αγκύλη του Poisson 
παραμένει αναλλοίωτη ως προς τους κανονικούς μετασχηματισμούς. Αυτή η ιδιότητα 
εξηγεί και την παρουσία της στο φορμαλισμό του Hamilton-Jacobi, ο οποίος είναι 
απαραίτητος στην επίλυση προβλημάτων της γενικής θεωρίας της σχετικότητας. 

Επίσης χρήσιμες είναι οι βασικές ιδιότητες της αγκύλης του Poisson  

 , [ , ]f g g f  δηλαδή  , [ , ] 0f g g f   

Αυτή η μη αντιμεταθετικότητα θα είναι χρήσιμη και στο φορμαλισμό της κβαντικής 
θεωρίας μέσω της προσέγγισης την πινάκων. 

 

Εάν c είναι σταθερά, τότε:  , [ , ] [ , ]cf g f cg c f g   

 

Η επόμενη ιδιότητα βοηθά για να ορίσουμε και ένα διανυσματικό χώρο 



 , [ , ] [ , ]f g h f g g h    

Ενώ η συμπεριφορά του τύπου του Leibniz για την παράγωγο γινομένου θυμίζει την 
εξής:  , [ , ] [ , ]fg h f g h g f h   

 

Όσον αφορά στο διαφορικό του χρόνου, έχουμε την επόμενη ιδιότητα: 

[ , ] [ , ] [ , ]f gf g g f
t t t
  

 
  

 

Όμως, μία από τις πιο σπουδαίες ιδιότητες της αγκύλης του Poisson, είναι η ιδιότητα 
του Jacobi, διότι μέσω της θεωρίας ομάδων είναι δυνατόν να τη συνδυάσουμε με τη 
βαρυσήμαντη έννοια της άλγεβρας του Lie. Η ταυτότητα του Jacobi που κάποτε 
ονομάζεται και ταυτότητα του Poisson είναι η εξής:  

     , , , , , ,f g h g h f h f g             

Όλες αυτές οι ιδιότητες μάς επιτρέπουν να αποδείξουμε με απλό τρόπο το θεώρημα 
του Poisson που δημιουργεί ένα ολόκληρο πλαίσιο στρατηγικής για επίλυση 
προβλημάτων της μηχανικής, όπως το απέδειξε ο Henri Poincaré. 

 

Θεώρημα Poisson: Εάν οι συναρτήσεις f και g είναι ολοκληρώματα των εξισώσεων 
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δηλαδή εάν: 
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τότε η  ,f g  είναι ολοκλήρωμα των ίδιων εξισώσεων, δηλαδή: 

   , , , 0f g f g H
t
    

 

Απόδειξη: Εάν    , 0f f H
t


 


     και     , 0g g H

t


 


 

 



μέσω της ιδιότητας:   , , ,f gf g g f
t t t

     
    
        

 

και της ιδιότητας του Jacobi, έχουμε: 
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