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N. Lygeros 

Νοµίζω πως τώρα είµαστε αρκετά προετοιµασµένοι για να δούµε µερικά πράγµατα από το 

βιβλίο. Άρα το Η θα είναι η υποοµάδα. Οπότε η ιδέα είναι να ορίσουµε προς το παρόν αυτό: 

Η ⊆ G 

Προσέξτε ότι αν το γράψω έτσι: 

Η ⊂ G τότε το Η είναι µόνο υποσύνολο. Όταν έχω το G και το Η, µία προϋπόθεση για να 

είναι υποοµάδα, είναι να είναι πρώτα υποσύνολο. Οπότε γι’ αυτό βλέπετε: έστω Η ένα 

υποσύνολο µιας οµάδας. Αυτό είναι λάθος διατυπωµένο. ∆εν µπορούµε να είµαστε ένα 

υποσύνολο µια οµάδας, εφόσον µία οµάδα αποτελείται από ένα σύνολο και µία πράξη. 

Μπορούµε να είµαστε υποσύνολο του συνόλου της οµάδας. ∆ηλαδή είναι: 

Έστω Η≠Ø Η ⊆ G όπου (G, ·) οµάδα 

(∀(α, β) є Η2, αβ-1
єΗ) ⇒ Η υποοµάδα της G 

Βάζουµε Η2 
επειδή το καθένα ανήκει. Για παράδειγµα αν θέλαµε να ορίσουµε το f(x,y)=y2+x 

θα βάζαµε (x,y) є ℝ2, δηλαδή ο δείκτης είναι όσες είναι οι µεταβλητές εφόσον δεν είναι 

ανεξάρτητες, γιατί εδώ κάνουµε πράξεις. Οπότε δεν µπορεί να υπάρχει το x ή το y µόνο του. 

Αλλιώς δεν έχει νόηµα η f(x,y). 

Τώρα αυτό που έχουµε παραπάνω, δεν είναι ακριβώς θεώρηµα. Το θεωρούµε θεώρηµα αλλά 

για τα στοιχεία της οµάδας είναι ο χαρακτηρισµός. ∆ηλαδή είναι ένα θεώρηµα 

χαρακτηρισµού. ∆ηλαδή αν έχουµε αυτό τότε αυτό χαρακτηρίζει την υποοµάδα. Γιατί σε ένα 

θεώρηµα κανονικό, το «Η υποοµάδα της G» ξέρουµε τι είναι. Εδώ δεν ξέρουµε τι είναι. 

Οπότε λέµε αν αυτό ισχύει, τότε αυτό το πράγµα που ισχύει το ονοµάζουµε έτσι. ∆ηλαδή αν 

ήµασταν στην πληροφορική δεν θα χρησιµοποιούσαµε αυτό = , θα χρησιµοποιούσαµε αυτό 

:= . Ισότητα ορισµού. Το αντικείµενο που δεν γνωρίζω, το ονοµάζω έτσι. Είναι αυτό που 

λέµε συνεκδοχικά. Κανονικά, αυτό που ξέρετε εσείς είναι το υποσύνολο. Αλλά γιατί η 

υποοµάδα είναι βαριά έννοια; Είναι γιατί δεν είσαι απλώς υποσύνολο του συνόλου της 

οµάδας. Είναι ότι εσύ ο ίδιος είσαι υποοµάδα. Και αυτό µας λέει ότι αν αυτή είναι οµάδα, 

τότε έχει και το ουδέτερο στοιχείο. Άρα όταν εγώ κάνω το σχέδιο 

 

  e   G 

 

 

   H 

ξέρω ήδη ότι το ουδέτερο στοιχείο είναι µέσα. 
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Όταν έχω ένα σύνολο, πόσα υποσύνολα έχουµε; Αν το σύνολο έχει ν στοιχεία, τότε θα 

παράγει 2ν υποσύνολα. Για παράδειγµα, όταν έχω 3 στοιχεία, τότε µπορώ να πάρω 

x1  Ø      1,2,3  

     x2  {1}, {2}, {3}      1,2      1,3 2,3 

  x3  {1,2}, {1,3}, {2,3}      1         2        3 

  {1,2,3}       

   Ø 

       poset   treillis (γαλ.) 

          lattice (αγγλ.) 

Οπότε έχουµε αριστερά τα υποσύνολα και δεξιά σε poset έχουµε ενώσει µε γραµµές το πού 
µπαίνει το κάθε στοιχείο. Ας πούµε το 1 είναι στο 1,2 και το 1,2 στο 1,2,3 κλπ.  Αυτό που 
κάναµε µοιάζει λίγο µε κύβο όπως µπορούµε να δούµε δεξιά. Αν το σκεφτείτε καλά, είναι 
εντυπωσιακό. ∆ηλαδή αρχίσαµε µε µία τριάδα που δεν έχει καµία σχέση µε τίποτα, 
κοιτάζουµε όλα τα υποσύνολα, µετά κάνουµε το λεγόµενο poset και δίπλα κάνουµε το treillis 
το οποίο είναι ένα ειδικό poset, είναι ένα σύνολο µε µερική διάταξη το οποίο έχει την 
ιδιότητα ότι οποιαδήποτε δύο στοιχεία και να πάρεις, έχουν πάντοτε ένα στοιχείο από επάνω 
και ένα στοιχείο από κάτω. Και όπως το νιώθετε, είναι ένας πολύ εύκολος τρόπος για να 
παράγετε έναν υπερκύβο βάζοντας 4 στοιχεία. Άρα η άσκηση ήταν να πάρουµε ένα σύνολο 
και να βρούµε πόσα υποσύνολα έχει και βλέπουµε ότι έχει 2ν. Τώρα το πρόβληµα είναι να 
πάρω µία οµάδα και να δούµε πόσες υποοµάδες έχει. Άρα παίρνω µία οµάδα τάξης ν και 
θέλω να βρω πόσες υποοµάδες έχω. Ας πούµε πως το 1,2,3 που είδαµε είναι οµάδα. Θα 
γράψω ότι το 1 είναι το ουδέτερο, εφόσον πρέπει ένα από τα τρία να είναι το ουδέτερο. Αυτά 
που βρήκαµε παραπάνω είναι όλες οι υποοµάδες εν δυνάµει που είναι σωστές ως υποσύνολα. 
Όχι ως υποοµάδες. Γιατί για παράδειγµα η {2,3} δεν µπορεί να είναι υποοµάδα εφόσον δεν 
περιέχει το ουδέτερο στοιχείο. Για τον ίδιο λόγο δεν µπορούν οι {2} και {3}. Βλέπουµε ότι 
εµείς πολύ πρακτικά και πολύ όπως θα έλεγε ο Βουγιουκλής χειρωνακτικά, βρίσκουµε µία 
ωραία έννοια που στο τέλος θα οδηγήσει στο θεώρηµα του Lagrange. Εδώ πήραµε µία οµάδα 
τάξης 3 και είδαµε πόσες υποοµάδες έχει. Όταν παίρνουµε όλα τα υποσύνολα, βλέπουµε ότι 
πρέπει να σβήσουµε µερικά. Γενικότερα για να έρθουµε και στο θεώρηµα λέµε πως για να 
εξετάσουµε αν είναι υποοµάδα, πρέπει να δούµε αν πάρουµε α και β-1, πρέπει να ανήκει στην 
Η. Άρα η {1} λειτουργεί, αλλά δεν τη µετράµε επειδή είναι η τετριµµένη, είναι µόνο το 
ουδέτερο. ∆ηλαδή, ποια είναι τα χαρακτηριστικά της οµάδας; Έχει ένα ουδέτερο στοιχείο, 
πρέπει να έχει ένα συµµετρικό, η προσεταιριστικότητα, η πράξη είναι εσωτερική. Τώρα εγώ 
σας παίρνω µόνο ένα στοιχείο και σας λέω: είναι οµάδα; Μόνο µε τα στοιχεία που έχετε. Το 
θέµα είναι ότι είναι, αλλά τη λέµε τετριµµένη επειδή έχουµε το πρόβληµα ότι όταν έχετε µία 
ιδιότητα που δεν µπορείτε να την εφαρµόσετε, δεν µπορείς να πεις ότι δεν ισχύει. Πρέπει να 
µπορείς να την εφαρµόσεις για να πεις ότι δεν ισχύει. ∆ιότι αν δεν εφαρµόζεται, ισχύει. Άρα 
µε την τετριµµένη τι λέµε; Λέµε ότι το να µπορείς να κάνεις µία εσωτερική πράξη, είναι 
αστείο. Αφού είσαι µόνος σου. Άρα αυτή δεν τη µετράµε σαν κανονική υποοµάδα, την 
θεωρούµε εκφυλισµένη. Απ’ ότι θυµάστε, είχαµε αποδείξει ότι όταν έχουµε 3 στοιχεία, 
έχουµε µόνο µία οµάδα. Άρα έχει µόνο έναν πίνακα. Και εκεί βλέπουµε ότι όπως το 1 είναι 
το ουδέτερο, άρα το 2·3=1, οπότε 3=2-1. Τώρα αν πάρουµε π.χ. το {1,2}, εφόσον βγάλαµε 
την τετριµµένη που είναι µόνο το 1 και την {1,2,3} που είναι όλη η οµάδα, µου λέει ότι αν 
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στο β-1 βάλω το 1 είµαι εντάξει, γιατί το 1-1 είναι το 1. Άρα δεν έχουµε πρόβληµα. Αν γράψω 
όµως ότι το β είναι το 2, τότε έχω 1·2-1=1·3=3 το οποίο δεν ανήκει στο υποσύνολο που πήρα. 
Προσέξτε ότι όπως θέλω να είναι υποοµάδα, άρα θα έχω την ίδια πράξη µε την οµάδα. Οπότε 
οι αντίστροφοι παραµένουν οι ίδιοι. Αλλιώς δεν θα είχαµε υποοµάδα αυτής της οµάδας, θα 
είχαµε µία άλλη οµάδα. Γιατί για παράδειγµα η Ζ2 υπάρχει. Αλλά αν το κάνουµε όπως στη 
Ζ2 , βλέπουµε ότι δεν µπορεί να µπει µέσα εδώ ως υποοµάδα. Άρα στην ουσία βλέπουµε ότι 
η Ζ3 δεν έχει υποοµάδα. Αυτό είναι πάρα πολύ. Για πρώτη φορά τουλάχιστον. Γι’ αυτό σας 
λέω, µην µπερδεύεστε µε τα υποσύνολα. Γιατί το σύνολο είναι εύκολο. Στο σύνολο παίρνεις 
ένα κοµµάτι και έχεις ήδη την έννοια του συνόλου. Αλλά στην οµάδα οι πράξεις µετράνε. 
Γιατί αν το πιο πάνω το κάνω µε το διάγραµµα του Cayley, όπου η δράση είναι το α, έχουµε: 

    

  e      a 

 

   a2  

 

Τώρα εδώ τι µπορούµε να δούµε. Έχουµε όλα τα υποσύνολα. Έπειτα βλέπουµε πως σίγουρα 
δεν µπορούµε να πάρουµε αυτά που δεν έχουν το e. Για τα υπόλοιπα δεν ξέρουµε ακόµη 
κάτι. Είναι εν δυνάµει υποοµάδες. Τα πρώτα τα απορρίψαµε µε την έννοια του ουδέτερου. 
Τώρα θα δούµε µε βάση την ιδιότητα του αντίστροφου. Όταν θα ανακαλύψουµε τις κυκλικές 
οµάδες, θα δούµε ότι η τάξη της υποοµάδας θα πρέπει να διαιρεί την τάξη της οµάδας. Είναι 
όπως στο θεώρηµα του Lagrange. ∆ηλαδή µε βάση αυτό, όπως εδώ βλέπουµε 3, ούτε καν να 
ψάξουµε. Το θεώρηµα του Lagrange είναι : Η τάξη µιας πεπερασµένης οµάδας διαιρείται µε 
την τάξη κάθε υποοµάδας της. Αυτό έχει ενδιαφέρον γιατί µπορείτε να το δείτε ανάποδα. Σας 
παρουσιάζω, ας πούµε, πέντε υποοµάδες που έχουν διαφορετικές τάξεις και εσείς ξέρετε ότι 
η οµάδα θα πρέπει να έχει το µικρότερο κοινό πολλαπλάσιο. Άρα θα σηµειώσετε όλοι το 
θεώρηµα του Lagrange και θα γράψετε ότι δεν το κάνουµε τώρα, αλλά είναι το όραµά µας. 
Ξέρουµε δηλαδή ότι πρέπει να πετύχουµε αυτό. Τώρα εδώ κανονικά θα έπρεπε να µου 
κάνετε µία παρατήρηση. Πότε γεννήθηκε ο Galois; 

-Το 1811. 

-Και πότε πέθανε; 

-Το 1832. 

-Ωραία. Και εδώ τι λέει δίπλα από τον Lagrange; 

-1771. 

-Αυτό δεν σας παραξενεύει; Ότι υπάρχει το θεώρηµα του Lagrange ενώ δεν υπήρχε η 
θεωρία; ∆ηλαδή τόσο καιρό µιλάµε για µία θεωρία που γεννήθηκε µε τον Galois, που δεν 
υπήρχε πριν, διαβάσαµε µέχρι και τη διαθήκη του, στη διαθήκη του ήταν όλα τα 
αποτελέσµατα και τώρα εγώ σας κάνω το µάθηµα και σας λέω όλα αυτά και ότι θέλουµε να 
φτάσουµε αργότερα στον Lagrange ο οποίος είναι πολύ πιο πριν. Αλλά πρόκειται για 
µαθηµατικά. Πραγµατικά. Αυτό που δεν βλέπουµε πολλές φορές είναι ότι κάτι έχει 
αποδειχθεί, αλλά έχει αποδειχθεί εν δυνάµει για κάτι που δεν έχει έρθει ακόµη. Το ξαναλέω, 
µε ένα παράδειγµα τώρα. Έχουµε το log και το ln. Άρα εµάς µας λένε ότι το πρώτο είναι ο 
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λογάριθµος και το δεύτερο ο νεπέριος λογάριθµος. Μετά λέµε για τον Neper και εµείς λέµε 
«α! είναι ο λογάριθµος του Neper». Καµία σχέση. Ο λογάριθµος του Neper είναι ο πρώτος! 
Γιατί ο Neper δεν γνώριζε τον λογάριθµο του Neper. 

-Σαν τις αβελιανές οµάδες. 

-Ναι. ∆ηλαδή είναι κάτι που έκανε ο Neper εδώ, δυσκολεύτηκε πάρα πολύ και µετά 
ανακαλύψαµε ότι µία βάση, η βάση e=2.71… είναι καλύτερη από όλες τις άλλες βάσεις γιατί 
έχει µια παγκοσµιότητα. Οπότε είπαµε ότι όπως ο άνθρωπος αυτός ήταν που τα βρήκε, θα 
του δώσουµε το όνοµά του. Και όπως είπατε, είναι το ίδιο µε τον Abel. Εµείς έχουµε την 
έννοια της αβελιανής οµάδας η οποία είναι αντιµεταθετική, αλλά αν κοιτάξετε τα 
χειρόγραφα του Abel θα δείτε ότι δεν γράφει πουθενά αβελιανή. Γιατί δεν το ήξερε. Βέβαια 
δεν είναι ακριβώς αυτό που έχουµε εδώ. Γιατί εδώ το θεώρηµα του Lagrange δεν 
εφαρµόζεται κατευθείαν στις οµάδες. Αλλά εφαρµόζεται σε κάποιες δοµές. Ας πούµε η 
θεωρία των poset είναι του 20ου αιώνα, η θεωρία συνόλων είναι και αυτή του 20ου αιώνα. 
Άρα λέτε πώς το κάνανε αυτό πριν; Πάνω-κάτω µιλούσαν για αυτές τις έννοιες αλλά δεν τις 
είχαν θεµελιώσει. ∆ηλαδή όταν εγώ σας έκανα πριν για το G και το Η και ότι είναι 
υποσύνολο κλπ. εσείς ξέρετε καθόλου από θεωρία συνόλων; Τα «στοιχεία» των Bourbaki 
είναι ένα µεγάλο ράφι βιβλιοθήκης αν τα βάλετε όλα τα βιβλία. Η θεωρία συνόλων είναι το 
πρώτο και είναι αρκετά χοντρό. Είναι δυνατόν την ώρα που εµείς κάνουµε αυτό εδώ και 
βάζουµε αυτό το σύµβολο να καταλαβαίνουµε ότι περιέχεται σε αυτό το βιβλίο; Όµως 
κάνουµε θεωρία συνόλων, χωρίς να ξέρουµε όλες τις επιπτώσεις. Και προσέξτε, εδώ είµαστε 
ήρεµα, είναι πεπερασµένες οι οµάδες. Άρα µπορούµε να τα µετρήσουµε. Γιατί µετά έχουµε 
το αξίωµα της επιλογής που θα σας πει ότι όταν η οµάδα είναι άπειρη, πάλι µπορείτε να 
βρείτε ένα σύστηµα για να την ξαναβάλετε στη σειρά. Ο άλλος βέβαια θα σας πει πως το 
σύστηµα πρέπει να είναι αναγκαστικά άπειρο. Ναι αλλά µπορείς να το κάνετε υπερ-άπειρο 
και να πηγαίνει πιο γρήγορα από το άλλο άπειρο. Ας πούµε το αξίωµα της επιλογής είναι να 
πηγαίνετε στο Έβερεστ, όλη τη διαδροµή κανονικά µε ορειβασία κλπ. και µετά έρχεται ο 
άλλος µε ελικόπτερο. Ε λες µετά ότι αυτό δεν πιάνεται. Βέβαια αν το πρόβληµα είναι απλώς 
να πατήσεις στην κορυφή, µε ό,τι και να έρθεις, έφτασες. Οπότε ο άλλος θα σου πει, όχι εγώ 
εννοούσα να ανέβεις µε τα πόδια. Μετά θα έρθει ο άλλος και θα πει µα οι πρώτοι ανέβηκαν 
µε µπουκάλες οξυγόνου, άρα δεν µετράει. Οπότε θα γίνει να ανέβεις µε τα πόδια χωρίς 
µπουκάλες οξυγόνου. Βέβαια τότε θα είναι να ανέβεις από οπουδήποτε. Γιατί συνήθως δεν 
ανεβαίνουν από τις βόρειες επειδή είναι πιο δύσκολες. Είναι µία ειδικά που δεν παίζεται. 
Άρα ξαναµπαίνουµε στο άλλο: ποιος θα ανέβει και από τη βόρεια; Έγινε και αυτό. Αλλά τι 
θέλω να πω, είναι το ίδιο µε τα µαθηµατικά. ∆ηλαδή όταν λέµε πως µία εξίσωση δεν έχει 
λύση όταν είναι βαθµού πάνω από 4… ναι, αλλά µε τετραγωνικές ρίζες! Αν έχεις δικαίωµα 
να βάλεις άλλη συνάρτηση, µπορείς να τη λύσεις. Με τις αβελιανές συναρτήσεις. Άρα για να 
επανέλθουµε, όταν λέµε πως κάποιο πράγµα είναι το όραµά µας, αυτό δεν σηµαίνει πως 
αναγκαστικά δηµιουργήθηκε µετά και ήρθε ο φορµαλισµός. Και εδώ είναι κάτι άλλο που 
µπορεί να µας συγχύσει, ότι η απόδειξη του θεωρήµατος του Lagrange είναι τρεις γραµµές, 
για να µην πω δύο, που σχεδόν είναι µία. Γιατί, «έστω Η τυχούσα υποοµάδα της 
πεπερασµένης οµάδας (G,·)» είναι απλώς ότι την ονοµάζουµε Η. Μετά, «κάθε 
συνσύνολο…», αλλά εδώ δεν ξέρετε τι είναι το συνσύνολο, άρα ξαναπηγαίνουµε πίσω. 
Προσέξτε, το συνσύνολο δεν το ήξερε ούτε ο Galois. Συνεχίζουµε: «xH, xєG έχει το αυτό 
πλήθος στοιχείων µε την Η, διότι η απεικόνιση h      xh είναι αµφιµονοσήµαντη». Εδώ δεν 
έχουµε ακόµα την έννοια της απεικόνισης, γιατί έρχεται στον 20ο αιώνα. Εποµένως η γραµµή 
που είναι εδώ γραµµένη είναι όλη 20ος! Επιπλέον «το θεώρηµα του Lagrange ονοµάζεται και 
πρώτο θεµελιώδες θεώρηµα». Εδώ λέτε, τι γίνεται. Μας έχουν κάνει µία απόδειξη µε τρεις 
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γραµµές, όπου υπάρχουν τρεις έννοιες που ήταν άγνωστες για αυτούς που το έκαναν και 
αυτό επιπλέον έγινε πριν γεννηθεί η θεωρία οµάδων.  

Θυµόµαστε πως αυτό είναι το όραµά µας και πάµε πίσω, στο προηγούµενο θεώρηµα. 
Παίρνουµε ότι το α=β, οπότε έχουµε αα-1=e εξ ορισµού. Άρα αυτό ισχύει. Αυτό θέλει να πει 
απλώς ότι σας αναγκάζει να έχετε το ουδέτερο στοιχείο στην υποοµάδα. Επίσης, έστω ότι 
αєΗ και εφόσον e ανήκει στο Η, έχετε αναγκαστικά ότι eα-1=α-1 το οποίο πρέπει να ανήκει 
στο Η. Τέλος παίρνουµε (α,β)єΗ2 και έχουµε αβ-1

єΗ και τώρα προσέξτε, λέµε ότι θα 
πάρουµε το β-1 το οποίο το έχουµε αντικαταστήσει στο β και έτσι έχουµε α(β-1)-1=αβєΗ 
δηλαδή η πράξη είναι κλειστή ως προς το Η. ∆ηλαδή αυτό που κάνουµε είναι να 
ξαναβρίσκουµε τις ιδιότητες της οµάδας µέσα στο Η αναλόγως µε το ποιο βάζουµε στα α και 
β. Γι’ αυτό σας λέω ότι δεν είναι µόνο ένα θεώρηµα, είναι επιπλέον ένας χαρακτηρισµός. 
Οπότε για να σου δείξει ότι αυτό όντως χαρακτηρίζει, σου λέει: µπορώ να ξαναβρώ τις τρεις 
ιδιότητες της οµάδας; Αν δεν έκανα αυτή την επισήµανση, θα περιµένατε από το πρώτο 
µέρος να καταλήξω στο δεύτερο. Αλλά δεν κάνουµε αυτό. Λέµε ότι το πρώτο µέρος είναι τα 
τρία σηµεία και από τα τρία σηµεία ξέρω ότι έχω οµάδα. ∆ηλαδή δεν µπορούµε να πάµε κατ’ 
ευθείαν στο Β εφόσον το ορίζω για πρώτη φορά. Άρα κατεβαίνουµε και αποδεικνύουµε ότι 
το Α ισοδυναµεί µε τα τρία σηµεία που χαρακτηρίζουν µία οµάδα και βλέπουµε ότι το 
διάγραµµα τελικά κλείνεται. 

Α   ⇒   Β 

 

 

3σ ⇔ οµ. 

Περνάµε λοιπόν στο δεύτερο θεώρηµα το 1.2.2 . Εδώ έχουµε πάλι την ίδια παρατήρηση για 
το Η≠Ø ένα υποσύνολο µιας οµάδας (G, ·). Το Η είναι υποοµάδα της G , αν και µόνο αν 
έχουµε δύο ιδιότητες: 

i. Η·Η⊆Η, δηλαδή το Η είναι κλειστό ως προς την πράξη της G. 

∆ηλαδή ότι ∀(α,β)єΗ2, α·βєΗ 

ii. Η
-1

⊆Η, δηλαδή το α-1
єΗ για κάθε αєΗ. 

Άρα για να τα γράψουµε και αλλιώς έχουµε: 

Η υποσύνολο ⇔    Η·Η⊆Η 

         Η-1
⊆Η 

(το ⋀ είναι το «και», το σύµβολο της τοµής) 

Πρέπει να προσέξετε ότι εδώ σας το γράφει και αναλυτικά, ενώ όταν γράφουµε µαθηµατικά 
δεν έχει από το δηλαδή και µετά. Εδώ το βάζει επειδή απλώς αυτό είναι το πλαίσιο. Τώρα 
στην απόδειξη βλέπουµε ότι αν έχουµε υποοµάδα τα (i) και (ii) είναι αυτονόητα. Το θέµα 
είναι το γιατί πάει και ανάποδα. Αν ισχύουν τα (i) και (ii), τότε αν το αєΗ τότε από την (ii) 
προκύπτει ότι α-1

єΗ και στη συνέχεια λόγω της (i) το αα-1=eєΗ. Άρα το Η είναι υποοµάδα 
της G.  ∆ηλαδή αυτό που κάνουµε µοιάζει να είναι σχεδόν αυταπόδεικτο, δεν κάνουµε και 
πολλά. Το θέµα είναι ότι για να τα κάνουµε αυτά τα αυταπόδεικτα, χρειαζόµαστε όλη τη 
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θεωρία συνόλων για τη θεωρία οµάδων. ∆ηλαδή από αυτά τα «αυταπόδεικτα», πώς πάµε στο 
θεώρηµα του Lagrange;  Το θέµα είναι πως αυτό γίνεται µετά εκθετικά. ∆ηλαδή λέµε και 
αυτό εννοείται, και αυτό σχεδόν εννοείται, αυτό δεν εννοείται καθόλου, αυτό ήταν  
αδιανόητο. ∆ηλαδή, εσείς βλέπετε πουθενά σε αυτά που κάναµε την έννοια της 
διαιρετότητας; Θα δούµε ότι ο Lagrange τη χρησιµοποίησε αυτή την έννοια για κάτι άλλο, 
που θα το δούµε πολύ πιο εύκολα, είναι τα poset. Εκεί θα βάλουµε την έννοια της διαίρεσης 
εξ’ αρχής και θέλουµε να βρούµε ας πούµε τα υποσύνολα. Στη σελ. 19 αυτά που ονοµάζει 
δικτυωτά διαγράµµατα, τα οποία είναι κάτι πολύ σηµαντικό, στην πραγµατικότητα είναι 
αυτό που σας λέω τώρα, τα poset. Είναι σύνολα µερικής διάταξης, τα οποία µας δίνουν τη 
δοµή της οµάδας. ∆ηλαδή είναι ακόµη πιο δοµικά, είναι πιο κάτω από την οµάδα. Εµείς δεν 
θα κάνουµε αυτή την άσκηση όπως την κάνει εδώ επειδή δεν έχουµε ακόµα όλα όσα 
χρειάζεται, αλλά θα την κάνουµε ακόµα πιο απλά και κανονικά θα νευριάσετε γιατί ενώ θα 
το κάνουµε πιο απλά θα βρούµε το ίδιο διάγραµµα. Το βιβλίο το γράφει έτσι γιατί στην 
πραγµατικότητα γράφει κάτι άλλο. Άρα, παίρνω το 12 και θέλω να µου πείτε όλους τους 
αριθµούς που διαιρούν το 12. 

1, 2, 3, 4, 6, 12 

Προσέξτε, τώρα είµαι στην πράξη της κανονικής διαίρεσης. Άρα θέλω να γράψω το poset 
της διαίρεσης του 12. ∆ηλαδή όταν θα ζωγραφίζω, θα λέω ότι αυτός που είναι από κάτω, 
διαιρεί αυτόν που είναι από πάνω. Ας πούµε το 1. Το ένα τούς διαιρεί όλους. Μετά το 2. Το 2 
πάει πιο πάνω και το βάζω πιο αριστερά γιατί ξέρω ότι δεν διαιρεί το 3. Το 3 θα είναι στο 
ίδιο επίπεδο µε το 2 επειδή το ένα δεν διαιρεί το άλλο. Τώρα πηγαίνω στο 4. Το 4 διαιρείται 
µε το 2, οπότε πάει από πάνω του. ∆εν διαιρείται όµως µε το 3, οπότε δεν τα ενώνω. Το 6 
διαιρείται και µε το 2 και µε το 3, αλλά όχι µε το 4. Τέλος έχω το 12 που µπαίνει επάνω. 

 12      12 

4  6  ⋍  4  6 

 

2  3    2  3 

 1      1 

Συµφωνούµε; ∆εν κάναµε τίποτα, κάναµε απλώς τις διαιρέσεις. Το πρώτο βλέπετε ότι έχει 
πολλές γραµµές και µας ενοχλεί. Άρα θα κοιτάξουµε τις ουσιαστικές γραµµές και θα 
σβήσουµε τις γραµµές που είναι µεταβατικές. Άρα από το 1 πάω στο 2, από το 2 στο 4, οπότε 
από το 1 στο 4 δεν τη ζωγραφίζω γιατί υπονοείται. Ωστόσο βλέπουµε ότι το 2 διαιρεί το 6, το 
οποίο προκαλεί µια ασυµµετρία η οποία δεν φαίνεται ξεκάθαρα στο αρχικό σχήµα. Οπότε για 
το λόγο αυτό ζωγραφίζω το δίπλα, το οποίο είναι µε βάση το συµβολισµό του Helmud Hasse, 
ο οποίος είχε και αλληλογραφία µε τον Caratheodory για να µπορείτε να δείτε λίγο την 
περίοδο. Ποια είναι τα χαρακτηριστικά ενός διαγράµµατος του Hasse; Η σύµβαση του Hasse 
είναι ότι: 

Τα βελάκια είναι όλα προς τα πάνω. 

Για κάθε σηµείο υπάρχει ένα βελάκι που καταλήγει στον εαυτό του. 

∆εν βάζουµε τα µεταβατικά βελάκια. 
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Έχει πολύ πλάκα αυτό που λένε οι συµβάσεις, γιατί αυτό που λένε είναι αυτό που δεν 
κάνουµε. Ας πούµε όπως λέµε πως τα βελάκια είναι όλα προς τα πάνω, εµείς δεν βάζουµε 
καθόλου βελάκια. Ή ας πούµε το βελάκι που πάει στον εαυτό του δεν το ζωγραφίζω εφόσον 
υπάρχει για όλα τα σηµεία. Οπότε τα αυτοαναφορικά βελάκια δεν τα βάζουµε. Και τέλος 
παρατηρούµε ότι δεν βάζουµε τα µεταβατικά βελάκια. Γιατί όλα αυτά ξέρουµε ότι ισχύουν 
για όλους. Αυτή η τεχνική είναι η ίδια που χρησιµοποιούµε και στη φυσική όταν κάνουµε 
κβαντική θεωρία. Ας πούµε όταν έχετε ένα εξωτερικό γινόµενο και λέτε ότι ένα διάνυσµα 
είναι ορθογώνιο µε όλα τα άλλα, δηλαδή κάθετο στο επίπεδο των υπόλοιπων διανυσµάτων. 
Αυτό το ονοµάζω α και όλα τα άλλα x επειδή δεν τα ξέρω. Οπότε δείτε τι θα γράψω την 
πρώτη φορά. Ας πούµε πως θέλω να γράψω την ιδιότητα: 

     (bracket) 

∀x <α,x>=0 

Εµείς γράφουµε: 

<α=0 

Σου λέει ότι εφόσον είναι ορθογώνιο µε οποιοδήποτε άλλο, δεν είναι ανάγκη να βάζεις το 
δεύτερο, υπονοείται ότι είναι το δεύτερο όταν δεν το βάζεις. Άρα όλο µαζί το λένε bracket 
και το <α είναι ο τελεστής bra και ο άλλος µετά θα είναι ο ket. Οπότε έχεις ή τον bra επειδή ο 
cket λειτουργεί παντού ή το αντίστροφο. Βέβαια έτσι φαίνεται απλό αλλά την πρώτη φορά 
που βλέπετε κβαντική θεωρία που είναι όλος ο συµβολισµός έτσι, λέτε «στάσου, τι εννοούµε 
εδώ;» και πρέπει να κάνεις πραγµατικά αποσυµπίεση από τον κάθε τύπο. Πάντως προσέξτε 
ότι µε τις συµβάσεις, ας πούµε µε τη σύµβαση του Hasse, δεν χάνουµε τίποτα. Ας πούµε η 
σύµβαση του Einstein σας λέει ότι αντί για: 

 

Μπορείς να γράψεις απλώς: 

 

Γιατί όπως ο Einstein στη θεωρία του έπρεπε να βάζει Σ συνεχώς, είπε ότι όταν θα βλέπετε 
ένα i θα υπονοεί ότι υπάρχει ένα Σ. βέβαια αυτό, αν δεν είσαι σε αυτό το πλαίσιο, δεν 
µπορείς να το κάνεις. ∆ηλαδή αν προσπαθήσεις να κάνεις το ίδιο πράγµα στη θεωρία οµάδων 
δεν γίνεται, µε τίποτα.  

Παρακάτω βλέπουµε τις τοµές. Η τοµή είναι ένα υποσύνολο. Οπότε µας λέει ότι όταν έχω 
ένα σύνολο και µέσα του δύο υποσύνολα, κοιτάζω την τοµή. Άρα όταν έχω µία οµάδα G και 
δύο υποοµάδες Η1 και Η2, τότε και η τοµή τους θα είναι µία υποοµάδα. 

    

   H1            H2        G 

 

 Η τοµή των Η1 και Η2 θα είναι υποοµάδα της G. 

Αυτό που έχει ενδιαφέρον εδώ είναι ότι διατηρείται η δοµή.  
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Προς το παρόν προσέξτε ότι σε αυτά που µελετάµε δεν βάλαµε την έννοια πεπερασµένο. Στο 

θεώρηµα 1.2.4 (σελ.13) είναι η πρώτη φορά που βλέπουµε ουσιαστικά τη λέξη 

«πεπερασµένο». Στο προηγούµενο είχαµε τη λέξη «ανν» που σηµαίνει αν και µόνο αν. Τώρα 

έχουµε το «αν», που σηµαίνει ότι ως συνθήκη είναι ικανή. Με το πεπερασµένο µπορείς να το 

καταφέρεις να είναι ικανή. Αλλιώς δεν γίνεται. Βλέπετε ότι εδώ για παράδειγµα 

χρησιµοποιούµε δείκτες, οι οποίοι θα πρέπει να είναι µετρήσιµοι. Άρα µέχρι τώρα 

αποδείξαµε ότι έχουµε δύο σηµεία για να έχουµε υποοµάδα, τα οποία είναι αναγκαία και 

ικανά και µετά βλέπουµε ότι ένα από τα δύο είναι ικανό και ξέρουµε να το αποδείξουµε όταν 

είναι πεπερασµένο (στη Σηµείωση αναφέρει πότε λειτουργεί για άπειρο). Στον ορισµό τώρα: 

Έστω S ένα υποσύνολο µίας οµάδας (G,·). Την τοµή όλων των υποοµάδων που περιέχουν το S 

την ονοµάζουµε υποοµάδα που γεννιέται από το S και τη συµβολίζουµε µε <S>. 

Τα στοιχεία αυτά τα ονοµάζουµε γεννήτορες. Ας πούµε στο παράδειγµα που 

χρησιµοποιήσαµε πιο πάνω έχουµε την παρουσίαση {e, α, α2} (το α2=β) όπου ο α είναι ο 

γεννήτορας της οµάδας. Οπότε έχουµε έναν άλλο ορισµό σύµφωνα µε τον οποίο κάθε οµάδα 

που γεννιέται από ένα µόνο στοιχείο, ονοµάζεται κυκλική, και το στοιχείο αυτό ονοµάζεται 

γεννήτορας. Για να δούµε ένα παράδειγµα, παίρνουµε την κυκλική οµάδα Ζ4 µε τις κυκλικές 

οµάδες Ζ2: 

Ζ4 ≠ Ζ2 ·Ζ2 

  

κυκλική οµάδα τάξης 4   κυκλικές οµάδες τάξης 2 

επειδή έχει ένα στοιχείο   επειδή έχουν στοιχεία µε 

τάξης 4   µέγιστη τάξη 2 

(π.χ. i:  (π.χ. -1: 

i0=1  (-1)0= 1 

i1=I  (-1)1= -1 

i2=-1 

i3=-i) 

 

 

 

 

Ένα παράδειγµα για την τάξη 2 είναι να πάρουµε σαν στοιχείο το -1. Εάν κάνω (-1) (-1)=1, 

µετά αν κάνω1(-1)=-1 κ.ο.κ. Βλέπουµε ότι δεν ξεκολλάµε από αυτά τα δύο. Ενώ για τάξη 4 

µπορούµε να πάρουµε το i όπου έχουµε ii=-1, i(-1)=-i, i(-i)=1, 1i=i κ.ο.κ. Αυτό συµβαίνει 
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γιατί όταν κοιτάζω τον τριγωνοµετρικό, βλέπω ότι στη µία περίπτωση χοροπηδάει σε δύο 

σηµεία και στην άλλη σε τέσσερα. Η τάξη της συνολικής οµάδας δεν καθορίζει την οµάδα, 

εκτός αν είναι πρώτος αριθµός. Άρα µε το 4 έχω δύο οµάδες εντελώς διαφορετικές, τη Ζ4 και 

τη Ζ2·Ζ2 . ενώ στη Ζ3 δεν µπορώ να κάνω το ίδιο. Επίσης έχουµε το θεώρηµα 1.2.8 (σελ. 14) 

το οποίο µας λέει ότι κάθε υποοµάδα µιας κυκλικής οµάδας, είναι κυκλική. Ένα παράδειγµα 

για κυκλική οµάδα που µπορούµε να δούµε είναι τα βραχιόλια µε πέρλες. Για παράδειγµα, 

υπάρχει ένα ωραίο πρόβληµα του Polya, όπου έχετε τρεις πέρλες, δύο λευκές και µία µαύρη. 

Πόσα διαφορετικά βραχιόλια έχετε; Στην αρχή λέτε µία µαύρη και δύο λευκές, µία λευκή - 

µία µαύρη - µία λευκή, δύο λευκές και µία µαύρη… Όµως όπως το βραχιόλι είναι κυκλικό, 

µπορείς να τις γυρίσεις, οπότε στην ουσία είναι ένα. 

 

 

 

 

Με δύο λευκές και δύο µαύρες είναι αλλιώς. 

 

 

 διαφορετική                       ίδιες 

 

 

                                           ... 

Ας πούµε εδώ βλέπουµε ότι ενώ η πρώτη και η τρίτη είναι ίδιες περιπτώσεις, η δεύτερη δεν 

µπορεί να προέλθει από αυτές. Αυτό είναι πραγµατικό πρόβληµα, το πώς µπορούµε να 

βάζουµε έτσι έναν αριθµό από πέρλες και χρώµατα και πώς γίνεται ή πόσα διαφορετικά 

βραχιόλια έχουµε κλπ. Αυτό το έχουµε λύσει. Στον Polya έχει µία ένδειξη για τη λύση. Αλλά 

αν σας ρωτήσω εσάς, θα δείτε ότι δεν ξέρετε να απαντήσετε. Ενώ τώρα έρχεται η θεωρία 

οµάδων και σας λέει: πόσα στοιχεία έχεις; Ποιοι είναι οι γεννήτορες; Πώς συνδυάζονται; 

Είναι κυκλική; ... Και µετά βρίσκετε το αποτέλεσµα ακόµα και µε n. Άρα αυτό που θέλω να 

σας πω και εσάς σαν δάσκαλους, είναι πως µη µου πείτε πως δεν µπορείτε µε τα παιδιά να 

κάνετε κάτι µε βραχιόλια για παράδειγµα, δηλαδή ότι για να κάνετε µε παιδιά το τελευταίο 

παράδειγµα έχετε ανάγκη από όλο τον πίνακα για να καταλάβετε τι λέω. Τα παιδιά µπορούν 

να καταλάβουν αυτό που ονοµάζουµε εµείς «µετασχηµατισµό» ή ότι αυτό διατηρεί κάτι, 

οπότε και την έννοια του «αναλλοίωτου». Γιατί εµείς θα µελετήσουµε τα αναλλοίωτα. Γιατί 

γι’ αυτόν το λόγο είναι πολύ ισχυρή η θεωρία οµάδων: δεν σε ενδιαφέρει η πέρλα αν είναι 

µακριά ή όχι. Σε ενδιαφέρει σε σχέση µε το τι είναι δίπλα της. Άρα είναι τοπολογική έννοια. 

Το πρόβληµα που πρέπει ας πούµε να καταλάβει το παιδί είναι ότι δεν πρέπει να κόψει. Γιατί 
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αν κόψει τότε πάµε αλλού. Το έχουµε στην τοπολογία βέβαια και αυτό, λέγεται χειρουργία. 

Αλλά και εκεί έχετε µερικά πράγµατα που ακόµα και αν κόψετε, δεν µπορείτε να βρείτε τον 

άλλο. ∆ηλαδή χρειάζεται πολλά κοψίµατα γιατί είναι δεµένο µε ένα τόσο δύσκολο τρόπο που 

ακόµα και µε ένα, δεν φτάνει για να φτάσετε στον άλλο. Όπως κάποια βραχιόλια που έχουν 

κάποιες γυναίκες µε περίεργο δέσιµο. Εκεί µπορούµε να µπούµε σε άλλο παράδειγµα, όπως 

ας πούµε οι κύκλοι των ολυµπιακών αγώνων. Εκεί δεν είναι κάθε κόψιµο ίδιο µε το άλλο. Ας 

πούµε αν κόψουµε έναν κρίκο, οι υπόλοιποι χωρίζουν; 

 

 

 

 

 

Ένα άλλο παράδειγµα, το οποίο µπορείτε να το βρείτε και στην ιστοσελίδα µου είναι: έχω 

τρία λαστιχάκια και πρέπει να τα συνδυάσω έτσι ώστε οποιοδήποτε και να κόψετε, να 

διαλύονται όλα.  

 

 

http://www.lygeros.org/Dessins/slides/2412.html 

Αυτό µπορεί να γίνει φυσικά και µε περισσότερα λαστιχάκια.  

http://www.lygeros.org/Dessins/slides/2422.html 

Βέβαια όταν προσθέτεις λαστιχάκι, δεν σε βοηθάει η ήδη υπάρχουσα δοµή. Είναι όπως µε 

τον κύβο Rubik, δεν µπορείς να πεις ότι φτιάχνεις τη µία πλευρά και µετά την κρατάς όπως 

είναι και συνεχίζεις για να φτιάξεις τις άλλες. Γιατί είναι σίγουρο πως θα χαλάσει στην 

πορεία. Βέβαια και εκεί υπάρχει ο αλγόριθµος που σε βοηθάει. 
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