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∆ικτυωτά διαγράµµατα και οµάδες 

N. Lygeros 

 

(Με πλάγια γράµµατα είναι η παρουσίαση της εργασίας µίας φοιτήτριας) 

∆ικτυωτά ∆ιαγράµµατα Οµάδας 

Τι είναι τα δικτυωτά διαγράµµατα; Τη λέξη οµάδα τη δεχόµαστε γιατί την ξέρουµε. 

Τα δικτυωτά; Το διάγραµµα; 

Είναι κυκλική οµάδα.  

Μάλλον υπονοείς ότι τα παραδείγµατα που έχεις είναι κυκλική οµάδα.  

Τα παραδείγµατά µου είναι σίγουρα, δεν ξέρω όµως αν ισχύει και γενικότερα.  

Ισχύει και γενικότερα. Άρα, κάτω από τον τίτλο θα γράψεις: Παράδειγµα µε κυκλική 

οµάδα. Επιλέγεις τη .  

: υποοµάδα της  

Το είπαµε στο χθεσινό µάθηµα, δεν είναι υποοµάδα της . Είναι γεννήτορας. Άρα, 

θα λέµε ότι έχουµε απόλυτη υποοµάδα όταν θα είναι πιο µικρή η υποοµάδα από την 

οµάδα και θα λέµε οµάδα, όταν θα µπορεί να είναι και η ίδια η οµάδα. Αυτό όντως 

θα παράγει όλη την οµάδα. Άρα θα ήταν καλό να ορίσουµε το 1, το  και µετά το 

<1>. Είναι τρία διαφορετικά πράγµατα.  

1: στοιχείο της  

 : κλάση του 1 

<1>: οµάδα που παράγεται από την κλάση του 1.  

Τι είναι οι κλάσεις; Θέλει να πει ότι είναι του ίδιου τύπου. ∆ηλαδή, αν κοιτάζω τους 

αριθµούς modulo 2 η κλάση του 0 είναι όλοι οι ζυγοί. Η κλάση του 1 είναι όλοι οι 

µονοί. Οποιονδήποτε και να πάρετε είναι µέσα σ’ αυτές τις δύο κλάσεις. Εµείς είχαµε 

πει εχθές ότι όταν έχουµε µία κλάση µπορούµε να την ερµηνεύσουµε ως την τροχιά 

(orbite) του στοιχείου µέσα στην οµάδα. Άρα, συµπληρώνεις: 

1: στοιχείο της  

 : κλάση του 1 [τροχιά (orbite) του στοιχείου 1 µέσα στην οµάδα] 

< >: οµάδα που παράγεται από την κλάση του 1.  
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Το καταλαβαίνετε αυτό; Αν θέλετε αλλιώς, το σύνολο της τροχιάς αποτελεί την 

κλάση. Όταν θα το κάνει χειροπιαστά, θα πάρει την τροχιά και θα πάρει το 1 και θα 

κάνει +1. Αν έπαιρνε του 2 θα έκανε +2. Θα βρει κάποιους αριθµούς. Η διαφορά µε 

την κλάση είναι ότι στην τροχιά πρέπει να είναι διαδοχικά τα νούµερα. ∆ηλαδή, θα 

µου πεις ότι η τροχιά είναι 2, 4, 6.  ∆εν είναι η 2, 6, 4. Η κλάση όµως δεν έχει τέτοια 

σειρά. Είναι µόνο οι αριθµοί από τους οποίους θα περάσει. Μπορούµε να τις βάλουµε 

µετά σε µία σειρά αυθαίρετα.  Όταν για παράδειγµα, λέµε ότι modulo 2 η κλάση του 

0 είναι οι ζυγοί, δεν υπονοούµε ότι κάνουµε +2, +2, απλώς ανήκουν στην ίδια κλάση. 

Ενώ αν ζητάω την τροχιά κάνουµε +2, +2, κ.ο.κ. Μια παρατήρηση παιδαγωγικής, για 

οποιοδήποτε µάθηµα δεν µπορείτε να πείτε αµέσως αυτό είναι αυτό. Πρέπει να 

ορίσετε. Αυτό που µας έγραψες στην αρχή, πρέπει να µας πεις ότι είναι ο στόχος µας. 

∆εν είναι αυτό που θα ακολουθήσει αµέσως µετά. Άρα µας κάνεις το παράδειγµα και 

µετά από αυτό θα καταλάβουµε ποια είναι αυτή η έννοια. Οπότε, µε το 1 θα 

προσθέσεις. Όπως καταλαβαίνετε η έννοια της πρόσθεσης είναι συµβατική, δηλαδή 

µπορούν να είναι και οι άλλες πράξεις.  

Η οµάδα που παράγεται από την κλάση του 1 αποτελείται από το 1 και κάθε φορά 

προσθέτουµε το 1 µέχρι να καταλήξουµε στην οµάδα που παράγεται από την κλάση του 

0.  

 < >={ , } 

< ={  

  

  

 

Κανονικά, επάνω έπρεπε να γράψεις αντί για 1, α. Τη γενική µορφή. Άρα, θα γίνει: 

α: στοιχείο της  

 : κλάση του 1 [τροχιά (orbite) του στοιχείου α µέσα στην οµάδα] 

< >: οµάδα που παράγεται από την κλάση του α.  

Γιατί σταµατάς όταν φτάνεις στο 0; Επειδή είναι κυκλικό ξαναβρίσκεις ακριβώς τους 

ίδιους αριθµούς. Θέλω απλώς να καταλάβετε ότι όταν σας το εξηγεί ένας φοιτητής, 

αποκλείεται να µην το καταλάβετε. Πήρε ένα παράδειγµα απλό, το κάνει εντελώς 

αναλυτικά και τώρα τι θα µας πεις;  

Πριν κάνουµε το δικτυωτό διάγραµµα εντοπίζουµε ότι κάποια από αυτά είναι ίδια. Άρα, 

< >= . Μπορεί να µην είναι µε την ίδια σειρά, αλλά αφού είναι κυκλική οµάδα, 

δεν παίζει ρόλο.  

0=4 

1 3 

2
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Αυτό το κάνουµε γιατί ο διαφορετικός αριθµός θα καθορίσει πόσα στοιχεία θα έχει το 

διάγραµµα.  

Το δικτυωτό διάγραµµα, λοιπόν, είναι αυτό:  

 

 

 

 

Στην πραγµατικότητα, το  είναι το , το  είναι το . Αρχίζουµε να βλέπουµε 

αυτά που κάναµε την προηγούµενη φορά. ∆ηλαδή, το 2 διαιρεί το 4. Αν το είχα 

γράψει σαν διαίρεση, θα ήταν έτσι:      

 

 

Εµείς αυτό µάθαµε εχθές. Μπορεί να µην είναι ίδιο όσον αφορά στις ετικέτες αλλά 

είναι το ίδιο στο τέλος. Γιατί, µπορείτε να δείτε ότι αντιστοιχίζονται τα δύο. Άρα, 

αυτό είναι ένα πολύ σηµαντικό δοµικό εργαλείο. Αυτό που θα µπορούσε να µας 

εξηγήσει τώρα είναι ότι αν έγραφε  και έκανε ό,τι έχει κάνει θα έβλεπες ότι τελικά 

θα έχεις µόνο 4. Μας το έκανες πολύ αναλυτικά και καταλάβαµε όλοι τι γίνεται.  

Τώρα, θα κάνω το .   

  

  

  

  

  

Εδώ προσέχουµε ότι  = = =   

Άρα, το δικτυωτό διάγραµµα είναι έτσι: 
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Αν το κάναµε αλλιώς θα ήταν στη θέση του  το 5 και στην θέση του  το 1. Και 

όντως, για τους διαιρέτες δεν έχετε κανέναν αριθµό που είναι ενδιάµεσος. Γι’ αυτό 

σας λέω, ότι µε αυτόν τον τρόπο µπορούµε σιγά-σιγά να ανακαλύψουµε το θεώρηµα 

του Lagrange και να καταλάβουµε γιατί ο Lagrange το βρήκε προτού υπάρξουν οι 

οµάδες. ∆ιότι, στην πραγµατικότητα είναι ένα πρόβληµα διαιρετότητας στους 

ακεραίους. ∆ηλαδή, από όλο αυτό το πράγµα γίνεται µόνο ένα, διότι το 5 είναι 

πρώτος. Τόσο απλά. Το 4 γιατί γίνεται δύο; ∆ιότι έχει δύο διαιρέτες. Τον εαυτό του 

και το 2. Άρα, προσέξτε τώρα τι κάνουµε. Κάνουµε όλη τη θεωρία και µετά λέµε το 

συµπέρασµα. Τώρα, σβήστε αυτό που κάναµε στη θεωρία και ας υποθέσουµε ότι 

είµαστε παιδάκια και µας εξηγεί ότι το 5 διαιρείται µε τον εαυτό του δηλαδή το 5. Θα 

του πεις όχι; Αφού το βλέπεις ότι δεν κάνει αλλιώς. Άρα, το αποτέλεσµα που έχετε 

στο τέλος δεν υπονοεί ότι γνωρίζετε την οµάδα. Θα µπορούσαµε να το βρούµε 

ανεξάρτητα. Τώρα όµως που ξέρουµε την οµάδα, αρχίζουµε να συνδέουµε µερικά 

πράγµατα. Η ιδέα είναι ότι όπως το 2 διαιρεί το 4, δεν θα µας ξαφνιάσει όταν ο 

Lagrange µάς πει ότι η τάξη της κλάσης της υποοµάδας πρέπει να διαιρεί αυτήν της 

οµάδας.  Αν το δείτε λίγο πιο αναλυτικά, θα δείτε ότι η εργασία της θα καταλήξει στο 

ότι τώρα µπορούµε να δούµε το θεώρηµα του Lagrange. ∆ηλαδή, όλα αυτά µας 

προετοιµάζουν. Η τάξη βγάζει τη δοµή της οµάδας. ∆ηλαδή, κοιτάς µόνο πόσα ψηφία 

είναι. ∆εν είναι αναγκαστικά στη σειρά (δείτε στο ), αλλά το µέτρο ξέρουµε ότι 

είναι 5. Γι’ αυτό εγώ νοµίζω ότι στο βιβλίο, για το παιδαγωγικό τµήµα, είναι καλό να 

υπάρχει ένα παράδειγµα µέσα που να έχει το , που για τους µαθηµατικούς φαίνεται 

εντελώς βλακεία γιατί είναι εύκολο. Είναι λογικό, το βιβλίο να έχει ένα «χοντρό» 

παράδειγµα για να µπορέσει να σας δείξει τι γίνεται. Αλλά χρειάζεται και ένα απλό. 

Κοιτάξτε τώρα τι θεώρηµα µπορούµε να βγάλουµε: 

Όταν έχουµε ένα , δηλαδή δύναµη του 2, το διάγραµµά του πρακτικά είναι µία 

αλυσίδα τάξης n+1. Αυτό δεν είναι τετριµµένο, αλλά µας επιτρέπει να σκεφτούµε. Αν 

κάνουµε τώρα µε το 8 θα δούµε ότι απλώς θα βάλουµε ένα ακόµα από επάνω. ∆εν θα 

βάλουµε κάτι ενδιάµεσο. Και µετά θα πας κατευθείαν στο 16. Παίρνοντας ένα πιο 

µικρό παράδειγµα, που δεν είναι εκφυλισµένο -αυτό είναι σηµαντικό- µας δίνει µια 

ιδέα, που είναι πολύ σηµαντική. ∆εν είναι µικρό πράγµα αυτό που κάνουµε εδώ. 

Γιατί, αν σου ζητούσα να µου το κάνεις µε το 127, θα έκανες όλα αυτά από το 0 ως το 

126 και θα ανακάλυπτες ότι όλοι αντιπροσωπεύουν την ίδια οµάδα. Την  και 

καµία άλλη ενδιάµεση, διότι το 127 είναι πρώτος αριθµός.  
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Το σκίτσο δίπλα είναι µια πολύ καλή ιδέα. ∆εν σας έχει πει κανείς να το κάνετε εδώ, 

δεν το έχετε πραγµατικά ανάγκη, αλλά βοηθά πολύ τον εγκέφαλό σας. Και στην 

ουσία, µε το  θα ανακαλύψετε µία δοµή, η οποία υπάρχει και την οποία θα 

µπορούσατε να δείτε κάθε φορά που κοιτάτε το ρολόι σας. Αλλά εσείς δεν το έχετε 

δει µέχρι τώρα.  

Άρα για (  ,+)  
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Ένα σχόλιο για να µπορείτε να κερδίζετε χρόνο. Όταν είστε στο 12 και αρχίζετε µε τα 

πιο µεγάλα νούµερα (7, 8, 9, 10, 11) αντί να κάνετε πρόσθεση µπορείτε να κάνετε 

αφαίρεση. ∆ηλαδή, ας πούµε στο 8 κανονικά θα κάνετε +8. Και θα βρείτε 16 και µετά 

πρέπει να σκεφτείτε ότι το 16=4. Τώρα εγώ σας λέω ότι σε σχέση µε το 12 το 8 δεν 

είναι -4; Αν από το 8 κάνεις -4 συνεχώς είναι ακριβώς το ίδιο. ∆ιότι, είναι οµάδα, άρα 

έχει αντίστροφο. Εκτός από το να το κάνεις αναλυτικά, µπορείς να το κάνεις 

εγκεφαλικά, όταν ξεπερνά το µισό θέλει να πει ότι είναι στο -. Αλλά άµα το 

σκεφτούµε ακόµα πιο πολύ εξετάζεις µήπως υπάρχει κάποια συµµετρία. Το θέµα 

όµως είναι πώς παίζουν οι πρώτοι αριθµοί. ∆εν µπορεί να υπάρχει µία απόλυτη 

συµµετρία. Το κόλπο είναι ότι χρησιµοποιείς κατ’ ευθείαν το θεώρηµα του Lagrange 

και όλες οι κλάσεις που είναι πρώτοι αριθµοί γράφεις ότι είναι όλη η οµάδα. ∆ιότι, 

είναι οι πιο δύσκολες να τις γράφεις. Αλλά προσέξτε! Πρέπει να είναι πρώτος, 

πρώτος µε το 12. Εδώ είναι η διαφορά. Άρα, το 2 διαιρεί, το 3 διαιρεί άρα δεν 

µετράνε. Κοιτάξτε όµως το 5. Θα τα έχει όλα. Επειδή δεν διαιρεί ακριβώς, αλλά κάθε 

φορά δεν πέφτει στον εαυτό του, πέφτει λίγο πιο πέρα, λίγο πιο πέρα και το γεµίζει 

όλο. Άρα το 5, το 7 και το 11 θα έχουν ακριβώς την ίδια κλάση, ακριβώς το ίδιο 

µέγεθος και ξέρετε ότι είναι ακριβώς όλη η οµάδα. Άρα, για να το κάνετε πιο 

σύντοµα, λέτε ότι αρχικά το 1 είναι σίγουρο ότι είναι όλη η οµάδα. Μετά βλέπετε 

αυτούς που είναι του τύπου πρώτος και πρώτος µε το n, θα είναι ακριβώς η ίδια. Άρα 

δεν τους γράφετε καθόλου. Αυτό όµως, δικαιούστε να το κάνετε όταν έχετε 

καταλάβει ότι είναι θέµα διαιρέτη, ότι είναι θέµα τους θεωρήµατος του Lagrange. 

Εµείς δεν έχουµε φτάσει ακόµα. Τώρα το κάνουµε για να καταλήξουµε εκεί. Από 

µαθηµατική άποψη, δεν σας βάζω να κάνετε αναλυτικά µέχρι το 12 επειδή θέλω να 

δω πώς συµπεριφέρεστε ζωολογικά. Είναι ότι µια φορά στη ζωή σας πρέπει να το 

κάνετε έτσι για να αντιληφθείτε γιατί στο βιβλίο είναι γραµµένο ένα τόσο συµπαγές 

πράγµα. Άρα τώρα θα κάνεις τις ταυτότητες. ∆ιαβάζετε το 1 και γράφετε ποια είναι 

ίδια. Μετά πάτε στο 2 και συνεχίζετε.  

   

  

  

  

Το 2 έχει 6 στοιχεία. Αν δείτε προσεκτικά θα καταλάβετε ότι το 2 έχει 6 γιατί 

2*6=12. Στο 1 έχει 12 επειδή 12*1=12. Όταν έχω 3, έχω 4. Καταλαβαίνετε, λοιπόν, 

ότι ο Lagrange δεν ήταν ο βλάκας. Σε κάποια φάση καταλάβαινε ότι κάτι υπάρχει 

εδώ. Για να είµαστε σοβαροί, πρέπει να παραδεχτούµε ότι δεν χρησιµοποιήσαµε 
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ακόµα τη θεωρία οµάδων. Βάλαµε µόνο µία ζωγραφιά. Εµείς είµαστε στο 1771, δεν 

καταλαβαίνουµε τι σηµαίνει αυτή η ζωγραφιά, και κάνουµε όσα κάναµε µέχρι τώρα 

και βλέπουµε ότι όλα αυτά πολλαπλασιάζονται ακριβώς µε τον ίδιο αριθµό. Μετά 

αναρωτιέσαι τι είναι αυτό το πράγµα. Μετά όταν έρχεται ο Galois και σου λέει ας το 

ονοµάσουµε αυτό, εφαρµόζετε το προηγούµενο θεώρηµα.  

Κανονικά θα έπρεπε να µου πείτε ότι αυτό που σας έλεγα, µε το 10 σε σχέση µε το 12 

δεν εφαρµόζεται. Ναι, αλλά ξεχνάτε ότι το 10 µε το 12 δεν είναι καθαροί µεταξύ 

τους. Μετά αρχίζουν άλλα προβλήµατα. Πρώτον, δεν µπαίνει ο ένας µέσα στον 

άλλον, και δεν µπαίνει ο ένας µέσα στον άλλον γιατί επιπλέον έχουν έναν κοινό 

παράγοντα. Άρα, δεν µπορούν να παίξουν επειδή είναι πρώτοι µεταξύ τους. 

Καταλάβατε τώρα; Υπάρχουν δύο µεγάλες τάξεις αριθµών σε αυτό που κάνουµε 

τώρα. Είναι αριθµοί που είναι πρώτοι µε τον αριθµό, άρα αυτοί είναι εύκολοι γιατί 

είναι όλη η οµάδα, και είναι και οι αριθµοί που διαιρούν αυτόν τον αριθµό, άρα αυτοί 

θα αποτελέσουν την υποοµάδα. Και µετά είναι και οι άλλοι που κάνουν ό,τι να ‘ναι .  

Επιστρέφω σε αυτό που έγραψε η συµφοιτήτρια σας λίγο πριν. Όταν έχεις αυτόν τον 

πίνακα δεν βλέπεις ακριβώς την δοµή της οµάδας σου. Γι’ αυτό κάνεις το διάγραµµα.  

 

 

 Τώρα θέλω να το ξαναγράψεις δίπλα, αλλά  

 δεν είναι ακριβώς µαθηµατικός τρόπος.              

 Άρα, θέλω να γράψεις του διαιρέτες του 12          

 

 

 

 

∆ηλαδή, 1, 2, 3, 4, 6,12. Έχεις 6 διαιρέτες. Το 1 ξέρουµε ότι είναι κάτω και το 12 

επάνω. Έπειτα, έχουµε το 2 και το 4. Προσέξτε, το 6 διαιρείται µε το 2 και το 3. Άρα 

το 4 και το 6 είναι στο ίδιο επίπεδο. Και από κάτω βάζουµε το 2 και το 3.  
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Άρα, πρέπει να συµφωνείτε όλοι, µέχρι τώρα έχουµε καταλάβει ότι τα δικτυωτά 

διαγράµµατα µας επιτρέπουν να δούµε τη δοµή µιας οµάδας. Αυτό έχει ενδιαφέρον. 

Μέχρι τώρα τι οµάδες είδαµε;  

Βρήκαµε ότι υπάρχουν οι οµάδες  οι οποίες έχουν διάγραµµα αυτό:       

Βρήκαµε ότι υπάρχουν οµάδες , οι οποίες έχουν σαν διάγραµµα αλυσίδα τάξης 

n+1.  
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Τώρα βρήκαµε αυτήν που δεν µοιάζει µε τις άλλες:   

  

 

 

η οποία είναι η . 

 

Στις πρώτες δύο οι υποοµάδες είναι του ίδιου τύπου. Στην τελευταία, όµως, του  

µας εµφανίζονται άλλες υποοµάδες του τύπου . Άρα, αυτό που έχει 

ενδιαφέρον, είναι ότι µία οµάδα µε τα δικτυωτά διαγράµµατα, τα poset στην ουσία, 

σας επιτρέπει να δείτε και πώς λειτουργούν και όλες οι υποοµάδες από κάτω της. 

Άρα, είναι πολύ σηµαντικό όταν οργανώνετε κάτι να το βλέπετε έτσι. Βλέπετε ότι τα 

p δεν είναι πολύ οργανωτικά. Για να το κοιτάξουµε και λίγο διαφορετικά. Μέσα στην 

 που βλέπουµε τις άλλες οµάδες; Στο σχήµα µε το πράσινο θα ζωγραφίσω την . 

Θέλω να δείτε πώς θα συσσωρευτεί η γνώση σας. Τον  τον βρίσκουµε και αυτόν. 

Είναι στο σχήµα το κόκκινο κοµµάτι. Μπορεί να µην βάζουµε 4 και δύο, αλλά είναι 

αυτός. Το αναγνωρίζετε;  

 

 

 

 

 

 

Άρα, αν το σκεφτείτε καλά, θα µπορούσατε να κάνετε κάτι που έχει πολύ ενδιαφέρον 

σαν διαδικασία. Ας πούµε, εγώ σας ζητώ να µου ζωγραφίσετε το διάγραµµα από όλα 

τα  του 30. Στην αρχή τα βλέπετε ξεχωριστά. Αλλά µετά καταλαβαίνετε ότι µέσα 

στο 30 θα είναι µέσα και αυτά που κάναµε, άρα θα πρέπει να εµφανιστούν στο 

επόµενο. Κανονικά, στην θεωρία οµάδων λειτουργούσε αυτό όλο και πιο πάνω. Και 

έτσι δηµιουργήσαµε το τέρας, στις σποραδικές οµάδες. Μιλάµε για εκατοµµύρια 

στοιχεία, όχι χιλιάδες. Και αυτό, αν θέλετε, είναι ένα poset poset. ∆ιότι, εδώ έχετε 

υπο-poset. Άρα, αυτό που µάθαµε στην αρχή είναι µέσα στο επόµενο. Όταν κάνω µία 

οµάδα που να πολλαπλασιάζεται µε το 12 όλο αυτό που κάναµε για το  θα είναι 
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όλο µέσα. ∆εν θα λείπει τίποτα. Θα τα βλέπετε λίγο σαν τα lego. Αλλά θα ξέρετε, ότι 

µόλις αυτά σχηµατίσουν µία δοµή χαµηλά, θα ξέρετε ότι και πιο πάνω θα υπάρχει 

αυτή η δοµή όπως αρχικά είναι. Σαν να είναι έτοιµο από προηγούµενη κατασκευή και 

το χρησιµοποιούµε αυτούσιο. Ας το κάνουµε σαν παράδειγµα. Θέλω να κάνουµε το 

. Αυτό σε σχέση µε το  τι έχει; Ας το κάνουµε απλά. Ποιοι είναι οι διαιρέτες 

του 23; 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. Αυτό που θα κάνουµε είναι µία κοµπίνα.  

Άρα, θα βάλουµε το 24 επάνω και το 1 κάτω. Ενδιάµεσα, πρέπει να το οργανώσετε 

έτσι ώστε να εµφανιστεί από κάτω του το  (µε το σιέλ χρώµα στο σχήµα). Στο ίδιο 

επίπεδο που διαιρεί το 24 αλλά δεν διαιρεί το 12 είναι το 8. 
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Συχνά, έχετε την τάση να θεωρείτε ότι τα µαθηµατικά όσο ανεβαίνουν επίπεδο είναι 

όλο και πιο «χοντρά». Αλλά, εµείς τα ξαναµαζεύουµε. Ενώ ανεβαίνουµε, τα 

συµπιέζουµε. Τώρα, αν σας ζητήσω το  δεν θα σας φανεί θεότρελο επειδή είναι 

τόσο µεγάλο νούµερο.  

Κανονικά θα έπρεπε να µου κάνετε µια άλλη ερώτηση. Όταν έχουµε µία οµάδα 

µπορούµε πάντα να κάνουµε µία αναπαράσταση µε αυτόν τον τρόπο. Όταν έχουµε 

µία αναπαράσταση µπορούµε να βρούµε την οµάδα; Σε αυτό µπορούµε να 

απαντήσουµε θετικά από το 1946. Ο Garrett Birkhoff ένας πολύ µεγάλος 

µαθηµατικός από την Αργεντινή το δηµοσίευσε στα ισπανικά.  

Μέχρι τώρα έχουµε µάθει µια τεχνική *για να βρίσκουµε το δικτυωτό διάγραµµα 

*έτσι ώστε να µας δώσει µια πληροφορία. Όλες αυτές οι οµάδες µπορεί να σας 

φαίνονται εύκολες, ή ότι τις επέλεξα εγώ για να τις κάνουµε. Ας κάνουµε τώρα µία 

οµάδα που την έκανε η συµφοιτήτριά σας σε προηγούµενο µάθηµα. ∆ηλαδή, θα 

πάρουµε το τετράγωνο που το είχαµε πάρει την άλλη φορά και βρήκαµε *(ότι) 8 

στοιχεία, που είναι οι µετασχηµατισµοί. Εδώ καταλαβαίνετε γιατί έπρεπε να 

προηγηθεί η δική της εργασία από αυτήν που παρουσιάζεται εδώ σήµερα. Άρα, 

έχουµε 8 στοιχεία εκ των οποίων 1 είναι το ταυτοτικό, 4 συµµετρίες και άλλες 3 

περιστροφές.  

 8 στοιχεία 

  1 ταυτοτικό: αυτό το ονοµάζουµε Ι. 

 4 συµµετρίες 

 3 περιστροφές: αυτές είναι οι: π/2, π, 3π/4  

Για να µην µπερδεύεστε, οι περιστροφές είναι 4, αλλά µέσα σε αυτές µετράµε και την 

ταυτοτική. Άρα, υπάρχουν 3 υποοµάδες µε στοιχεία όλη την οµάδα, οι περιστροφές 

και 5 υποοµάδες µε 2 στοιχεία. Γιατί να υπάρχουν 5 υποοµάδες; Αυτό από πού 

βγαίνει; Ας πούµε ότι κάνει λάθος. Θα το ψάξουµε µόνοι µας, όπως µάθαµε µέχρι 

τώρα. Το 8 πόσους διαιρέτες έχει; 1, 2, 4, 8. Κανονικά αυτό είναι περίεργο. Σας λέει 

ότι έχει 5 υποοµάδες µε δύο στοιχεία, ενώ εσείς βρίσκετε 4 διαιρέτες. Τώρα, έχουµε 

δύο πράγµατα. Τη θεωρία που έκανε η Μαρία µε τα πράγµατα που µετακινούνται και 

τη θεωρία που έκανε η Βάσω µε τις κυκλικές. Κανένας δεν σας είπε ότι είναι 

αναγκαστικά κυκλικές. Στην πραγµατικότητα, σας είπα µάλιστα ότι είναι διεδρικές, 

που δεν έχουν καµία σχέση µε τις κυκλικές. Άρα, το ξανακάνουµε και µε το τρίγωνο. 

Αν θυµάστε, µε το τρίγωνο είχαµε 6, µία ταυτοτική και 3 συµµετρίες. Τι υπονοούµε 

όταν λέµε υποοµάδα. Αυτές που µπορούµε να καταλάβετε εύκολα εσείς είναι οι 

αλυσίδες που κάναµε πριν. Αλλά τώρα, πρέπει να βρούµε ένα άλλο σχέδιο. Ας 

κάνουµε πρώτα το τρίγωνο: 1 ταυτοτική, 2 περιστροφές, 3 συµµετρίες.  
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Για το τρίγωνο: G={Ι, Α, Β, Γ, ∆, Ε}. Οι συµµετρίες είναι υποοµάδες µε δύο 

στοιχεία. Ας πούµε {Ι,Γ}, {Ι,∆}, {Ι,Ε}. Σκεφτείτε το καλά. Αυτές που είναι τάξης 2 

είναι αναγκαστικά οι συµµετρίες. Γιατί είναι τάξης 2; Γιατί κάνει µία συµµετρία και 

ακόµα µία και επιστρέφει στην ταυτοτική. Άρα, αν θέλουµε να τις γράψουµε όπως τις 

γράφαµε εµείς, σηµαίνει ότι είναι a και e. ∆ιότι το a
2
 µας κάνει e, το ουδέτερο. Άρα, 

αυτές εδώ (µε τα δύο στοιχεία) είναι του τύπου . Στην πραγµατικότητα, αυτή είναι 

η S2. Η συµµετρική οµάδα είναι αυτή που τα µετακινεί όλα. Η τάξη της συµµετρικής 

οµάδας είναι n!.  

Όµως, όταν έχω µόνο δύο στοιχεία, εκφυλίζεται η οµάδα και µοιάζει µε την κυκλική. 

Αν είχα 5 δάχτυλα και είχα δικαίωµα να µετακινήσω τα δάχτυλα όπως θέλω, θα είχα 

S5
 
και θα είχα 120 περιπτώσεις. Ενώ µε το κυκλικό έχω µόνο 5. Σε αυτές που έχουµε 

βρει ήδη είναι οι S2 , που στην πραγµατικότητα, *(για µας) µοιάζει µε τη  . *(αλλά 

δεν µας ενδιαφέρει). Αυτές που δεν είναι αυτού του τύπου, ποιες είναι; Είναι η 

περιστροφή. Με τις τρεις περιστροφές στην πραγµατικότητα έχουµε ένα . Αυτό 

ξέρουµε να το κάνουµε γιατί είναι πρώτος. Αυτές µε τα δύο στοιχεία, έχουν το 

ουδέτερο και την περιστροφή. Άρα και αυτές ξέρετε να τις κάνετε γιατί είναι τέτοιου 

τύπου:  

Το  είναι και αυτό τέτοιου τύπου διότι είναι πρώτος. Αυτά εδώ, είναι από τις 

χειρότερες περιπτώσεις διότι δεν καταλαβαίνετε πώς µπαίνουν η µία µέσα στην άλλη. 

Αυτές οι τρεις, {Ι,Γ}, {Ι,∆}, {Ι,Ε}, καταλαβαίνετε ότι είναι τρεις συµµετρίες. Και η 

{Ι,Α,Β} είναι η περιστροφή. Μόνο που δεν συγκρίνονται. Εφόσον δεν συγκρίνονται, 

πρέπει στο διάγραµµα να είναι στο ίδιο επίπεδο.  

 

 

 

 

 

 

Αυτό το σχήµα µάς λέει ότι, στην ουσία από τις συµµετρικές πας κατ’ ευθείαν στην 

οµάδα. ∆εν έχεις τίποτα το ενδιάµεσο. Και από τη πάλι πας στην οµάδα. Αν το 

σκεφτείτε καλά, αυτές που είναι µε χρώµα βιολέ είναι οι πρώτες που είδαµε και το 

πράσινο είναι η . *(Θα µου πείτε, γι’ αυτό δεν καταλαβαίνουµε τίποτα. Να µην 

κοιτάζετε µόνο τα κεφάλια, να κοιτάζετε και τον κώλο. Όλες έχουν τον ίδιο κώλο. Το 

ουδέτερο στοιχείο. ∆ιότι,) * Όλες ξεκινάνε µε το ουδέτερο στοιχείο. ∆εν µπορούν να 

µην το έχουν διότι είναι οµάδα. Κατά συνέπεια, όταν εγώ σας είπα ότι είναι οµάδα 

από την αρχή, ενώ θεωρείτε ότι δεν έχετε πολλές πληροφορίες, έχετε ήδη ζωγραφίσει 
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το κάτω µέρος. Εφόσον το κάνουµε αυτό, στο πάνω µέρος είναι αυτονόητο ότι 

καταλήγουν στο ίδιο. Εφόσον είναι οµάδα, δεν µπορεί να µη δένονται ως οµάδα. 

Άρα, τελειώσατε. ∆εν είναι καθόλου το ίδιο διάγραµµα. Αλλά θέλω να σας πω ότι αν 

µε την τεχνική που είδαµε προηγουµένως αρχίζετε και τα συµµαζεύετε λίγο, µε µια 

οµάδα που δεν έχει καµία σχέση µε αυτά που κάναµε, πάλι µπορείτε να βγάλετε 

µερικά πράγµατα και να τα συναρµολογήσετε.  

Τώρα που είµαστε πιο προετοιµασµένοι, πάµε να δούµε και το τετράγωνο. Τι µας 

είπε µέχρι τώρα η συµφοιτήτριά σας; Ότι έχουµε 4 συµµετρίες. Εφόσον είναι 

συµµετρίες, αναγκαστικά είναι στο πρώτο επίπεδο πάνω από το ουδέτερο στοιχείο. 

Μετά η ταυτοτική δεν µας απασχολεί και έχουµε 4 περιστροφές. Εδώ στην 

πραγµατικότητα, ποιες είναι οι περιστροφές; Στο ενδιάµεσο, αν δεν µετρήσετε τον 

πάτω και την κορυφή έχετε 8 σηµεία. Οι περιστροφές εδώ έχουν τη συµµετρία από 

κάτω. Προηγουµένως δεν µπορούσαµε να τη σπάσουµε. Είναι απλό. Εφόσον εδώ 

υπάρχει  κάπου πιο κάτω πρέπει να υπάρχει και . Ενώ πριν στο τρίγωνο δεν 

υπήρχε. Άρα, κάτω από την περιστροφή που είναι , στο κάτω επίπεδο, θα έχετε  

ένα  που σε σχέση µε τις συµµετρίες είναι αυτή το πέµπτο στοιχείο. Με άλλα 

λόγια, κάτω έχετε πέντε σηµεία. Στην πραγµατικότητα, έχετε τη µία περιστροφή και 

επιπλέον και τις τέσσερις συµµετρίες. Άρα, κάτω το πεντάρι το αναλύεται σε 

τέσσερις συµµετρίες και µία περιστροφή, ενώ επάνω έχετε τις περιστροφές. ∆είτε το 

αλλιώς, γιατί βλέπω ότι δεν το καταλαβαίνετε. Μία συµµετρία δεν µπορεί παρά να 

έχει δύο στοιχεία. Εφόσον κουνιέµαι και ξανακουνιέµαι και επανέρχοµαι. Το θέµα 

είναι ότι µέσα σ’ αυτές είναι και η περιστροφή  (π) που δεν φαίνεται να είναι 

διαφορετική από τα S.  

  

  

 

 

Αν θέλετε να το κάνουµε πιο αναλυτικά µε οµάδες, είναι ότι έχω τέσσερις S2 και µία 

. Η περιστροφή αυτή έχει και αυτή δύο στοιχεία όπως οι συµµετρίες. Γι’ αυτό και 

µπερδεύεστε. Αν έχω µία περιστροφή π/2 θα *(µου) κάνει/περιστραφεί µία φορά, 

ακόµα µία φορά και ακόµα µία και µετά θα επιστρέψει όπως ήταν. Άρα, έχει 4 

σηµεία. Τώρα ας πούµε ότι παίρνω π. Κάνει µία φορά το µισό τετράγωνο και ακόµα 

µία και επιστρέφει. Αν κάνω µε 3π/4 είναι σαν να κάνω –π/2. Αλλά και αυτή παράγει 

αρκετές οµάδες.  

Αυτό που σας µπερδεύει είναι η ότι το S2 και το  είναι το ίδιο. Η περιστροφή µε π 

είναι σαν να είναι συµµετρία. Ενώ σαν οντότητα δεν είναι καθόλου το ίδιο. Γιατί από 

τις περιστροφές είναι η µόνη που τη δεύτερη φορά επιστρέφει στην αρχική θέση. Γι’ 

Περιστροφή π 
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αυτό εµφανίζεται αυτή και σας µπερδεύει. Επιπλέον, µπερδεύετε τα στοιχεία µε το 

µετασχηµατισµό πάνω στα στοιχεία. ∆ηλαδή, η περιστροφή π/2 παράγει 4 στοιχεία. 

Η π δύο. Γι’ αυτό είναι από κάτω.  

Μπερδεύετε τα στοιχεία του τετραγώνου (ΑΒΓ∆) που είναι 4 στοιχεία, µε το 

αποτέλεσµα του µετασχηµατισµού παραδείγµατος χάρη του Α που είναι περιστροφή. 

Άρα κάθε ΑΒΓ∆ εδώ δεν είναι ένα στοιχείο του τετραγώνου όπως κάναµε σε 

περασµένο µάθηµα, αλλά το αποτέλεσµα κάποιου µετασχηµατισµού ή συµµετρίας 

πάνω σε αυτά τα στοιχεία. ∆εν είναι το ίδιο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αν δεν είχαµε κάνει τις εργασίες και όλα αυτά που είπαµε µέχρι τώρα, η κουβέντα 

αυτή που σας φαίνεται οριακή αυτή τη στιγµή, θα σας ήταν αδιανόητη πριν. Γιατί 

τώρα αρχίζετε να καταλαβαίνετε ότι υπάρχουν διάφορα στρώµατα. Στη φράση Είµαι 

µία φράση, η φράση πού είναι; Είναι όλο ή είναι µόνο η λέξη «φράση»; Είναι το 

µπέρδεµα που έχετε τώρα. Μπορεί να είναι και στο ένα και στο άλλο. Όταν ακουµπάς 

στη λέξη «φράση» είσαι και στα δύο. Για να το κάνουµε ακόµα πιο δύσκολο, στη 

φράση ∆εν είµαι µία φράση, πού είναι η φράση; Εδώ την πάτησες γιατί αν πεις ότι 

είναι φράση, δεν είναι, ενώ αν πεις ότι δεν είναι, είναι. Αυτή τη µεθοδολογία 

χρησιµοποίησε ο Gödel. Το πρόβληµα είναι ότι µπερδεύετε το συντακτικό µε το 

σηµασιολογικό. Εδώ, µπερδεύετε τα στοιχεία που είναι στοιχεία και τα στοιχεία που 

είναι αποτελέσµατα του µετασχηµαστισµού των στοιχείων. Είναι όπως στη λογική. 

Ας πούµε ότι θέλω να χτενίσω ένα κεφάλι µε µία χτένα που αντί για «δόντια» έχει 

τρίχες. Την ώρα που χτενίζω, ποιος χτενίζει ποιον; Κάποιες τρίχες ανήκουν στη χτένα 

και κάποιες στο κεφάλι. Είναι εδώ που το ένα ανήκει στο ένα και το άλλο στο άλλο, 

άσχετα αν φαίνονται ίδια. Αυτό που σας λέω τώρα το χρησιµοποιούµε στη λογική. 

Εκεί έχουµε προτάσεις p q και χρησιµοποιούµε σύµβολα τα οποία εκφράζουν κάτι. 

Νοητικά έχει µία διαφορά, αλλά µαθηµατικά δεν φαίνεται. Είναι το πρόβληµα που 

έχετε τώρα. Τα βλέπετε όλα ως στοιχεία και βλέπετε ότι οι µετασχηµατισµοί 

ξαναβγάζουν στοιχεία. Αλλά δεν βλέπετε ότι ο µετασχηµατισµός του στοιχείου 

G 
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{Ι,Ζ} {Ι,Ε} {Ι,Β} {Ι,∆} {Ι,Η} 

e 



∆ικτυωτά διαγράµµατα και οµάδες 

15 

 

παράγει µία οµάδα που είναι τα αποτελέσµατα του µετασχηµατισµού και όχι τα 

πρώτα στοιχεία.     
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