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∆ικτυωτά διαγράµµατα και οµάδες αυτοµορφισµών 

Ν. Λυγερός 

 

Παρουσίαση εργασίας φοιτητή 

Θα µιλήσουµε για το θεώρηµα του Lagrange. Αλλά προτού φτάσουµε εκεί, θα ήθελα να 

εισάγω ορισµένες έννοιες που θα µας βοηθήσουν. Ας ξεκινήσουµε από την έννοια της G-

δράσης επί ενός τυχαίου συνόλου Α. 

(G, ·) σύνολο Α (από αριστερά) 

Θα ορίσουµε µία απεικόνιση  

(x,a)   x · a  ∀x G και ∀a A 

η οποία πρέπει να πληροί δύο προϋποθέσεις: 

1) (xy)a=x(ya) ∀x,y G και ∀a A 

2) e·a=a (ουδέτερο στοιχείο) 

Βλέπουµε ότι το πρώτο είναι µια µορφή προσεταιριστικότητας. Το x·y G, άρα δρα το a 

δεξιά. ∆ρα επίσης δεξιά στο y. Οπότε αυτό µας λέει ότι όταν έχουµε πράξη µε το a, 

παραµένουµε στο χώρο του a. Στην πραγµατικότητα, αυτό το πρώτο κριτήριο είναι το πολύ 

δύσκολο. Το δεύτερο µάς λέει ότι το ουδέτερο στοιχείο είναι ουδέτερο και για το a. Αυτό 

φαίνεται αυτονόητο, αλλά προσέξτε ότι εδώ µας λέει ότι για τη συγκεκριµένη πράξη, το 

ουδέτερο έχει την ιδιότητά του ακόµη και αν αλλάξουµε χώρο. Εφόσον τηρούνται αυτές οι 

δύο προϋποθέσεις, τότε θα λέµε ότι η G δρα ή ενεργεί επί του συνόλου Α και έχουµε µία G-

δράση επί του Α, αριστερή, δηλαδή ότι όλα τα στοιχεία που ανήκουν στο G είναι πάντοτε 

αριστερά από αυτά που ανήκουν στο Α. Το ίδιο πράγµα, όπως θα δούµε τώρα, µπορεί να 

γίνει και από τα δεξιά. Κάθε στοιχείο x G ορίζει µια απεικόνιση. 

Τx:Α         Α: a     Τx (a)= xa 

Τxy = Τx Τy , Τe = I (ταυτοτικός πίνακας) 

Αυτό το γράφουµε για να δούµε πώς γίνεται η σύνθεση συναρτήσεων. Στα µαθηµατικά σε 

άλλο επίπεδο θα µπορούσαµε να κάνουµε σύνθεση απεικονίσεων.  

Στη G δράση από δεξιά έχουµε: 

(x.a)     ax 

1)  a(xy)=(ax)y 

2)  ae=a 
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Εδώ η απεικόνιση είναι: 

Sx(a)=ax ,  Sxy=Sy Sx  

Για να καταλάβουµε γιατί στη σύνθεση βγαίνει ανάποδα, ίσως πρέπει να κάνουµε ένα 

παράδειγµα. 

Sy(a)=ay  Sx(a)=ax 

Sy(Sx(a))= a(ax) 

∆ηλαδή όταν έχουµε ax, είµαστε στο χώρο του a. Για παράδειγµα, αν πάρω τους 

πραγµατικούς και µία άγνωστη οµάδα που δρα πάνω τους, µένω στους πραγµατικούς. Αν 

έχω π.χ. την πράξη της πρόσθεσης, θα µείνω εκεί, δεν µπορώ να αλλάξω χώρο. Αλλά έχω και 

οµάδα. Έχω αντίστροφο, αν κάνω για παράδειγµα (–α) + α = 0. Η ιδέα είναι ότι δεν 

επανερχόµαστε στο χώρο, είµαστε στο χώρο. ∆ηλαδή αν κάνουµε µία µετάθεση στο επίπεδο, 

δεν θα πούµε πως επανερχόµαστε στο επίπεδο, αφού είµαστε ήδη στο επίπεδο και 

παραµένουµε εκεί.  

(σελ.21) Στη µελέτη µας δεν υπάρχει διαφορά µεταξύ αριστερών και δεξιών G-δράσεων διότι 

µια αριστερή G-δράση γίνεται δεξιά αν γράψουµε ax=x
-1

a . Τότε:  

Sxy (a)=(xy)
-1

a=y
-1

(x
-1

a)=y
-1

 Sx (a)= Sy (Sx (a))= Sy Sx (a) 

Για να το δούµε αυτό πρώτα µε κάτι ήδη γνωστό. Αν έχω µία οµάδα µε ένα στοιχείο που 

είναι ουδέτερο µόνο αριστερά: 

(G, · ) οµάδα 

Έστω ε : εx=x (1) 

Το ερώτηµά µας είναι, αυτό είναι το ουδέτερο στοιχείο ή είναι κάτι άλλο; Αν είναι 

αντιµεταθετική είναι trivial. Όταν δεν είναι αντιµεταθετική, αν µπορούµε να πούµε πως το 

στοιχείο που είναι ουδέτερο από αριστερά, είναι το ουδέτερο στοιχείο; Γιατί σε µία µη 

αντιµεταθετική οµάδα, το ουδέτερο είναι αντιµεταθετικό. Λέµε: 

ε≠e, e: xe=ex=x (δηλ. e το ουδέτερο στοιχείο) (2) 

(1): εe = e 

(2): εe = eε = ε 

Από (1),(2) ε=e 

Αυτό που βλέπουµε είναι ότι όταν είσαι σε µία οµάδα και είσαι ουδέτερος αριστερά ή δεξιά, 

τότε θα είσαι ουδέτερος δεξιά ή αριστερά και παρεµπιπτόντως θα είσαι ουδέτερος. Αυτό 

µπορούµε να το γενικεύσουµε και στις υπεροµάδες, είναι ένα θεώρηµα από µία Ρουµάνα. 

Εδώ είναι ας πούµε µία άσκηση, το άλλο είναι µια δηµοσίευση.  
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Τώρα για να γυρίσουµε στο πιο πάνω, ας πούµε πως πολλαπλασιάζουµε µε x και από τις δύο 

πλευρές. Τότε θα έχουµε: 

xax=a  επειδή όπως είδαµε ισχύει   ax=x
-1

a , άρα x(ax)=x(x
-1

a)=(xx
-1

)a=a 

Εδώ δεν θα πρέπει να σας προβληµατίζει η ισοδυναµία εφόσον το x µπορώ να το εκφράσω 

ως το x κάποιου ή το x
-1

 κάποιου, δηλαδή τον αντίστροφο κάποιου, εφόσον είµαστε σε 

οµάδα και άρα υπάρχει ο αντίστροφος.  

Αυτό είναι όπως όταν κάνουµε διαγωνοποίηση πινάκων. Εκεί, παίρνω έναν πίνακα, κοιτάζω 

τις ιδιοτιµές, κοιτάζω τα ιδιοδιανύσµατα και µπορώ να µετατρέψω τον πίνακά µου σε: 

πίνακα αλλαγής   x   διαγώνιο πίνακα   x   αντίστροφο πίνακα αλλαγής: 

M=P∆P
-1

 

Θα πούµε ότι η Μ είναι διαγωνοποιήσιµη αν οι ιδιοτιµές είναι οι τιµές του χαρακτηριστικού 

πολυωνύµου. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι το 

 XM=det(M - xId) 

Όταν το αναπτύσσεις αυτό, σου δίνει ένα πολυώνυµο. Οι ρίζες από αυτό το πολυώνυµο είναι 

οι ιδιοτιµές. Υπάρχει ένα θεώρηµα που σου λέει ότι αν η πολλαπλότητα των τιµών είναι το 

ίδιο µε τη διάσταση των υποδιαστηµάτων του συστήµατος, τότε είναι η διαγωνοποίησή του. 

∆ηλαδή είναι αυτό που γράψαµε παραπάνω, P∆P
-1

. Τώρα, πώς έχουν φτιαχτεί αυτοί οι 

πίνακες.  

(   ) (   ) (   )-1 

       

  Οι τιµές του πολυωνύµου XM 

Τα ιδιοδιανύσµατα που συµπίπτουν µε τη ρίζα    ο αντίστροφος του πρώτου 

Αν θέλετε, για να το καταλάβουµε µε µία εκφυλισµένη περίπτωση, πέστε ότι ο Μ είναι ένας 

διαγώνιος πίνακας.  

D=  τώρα κάνω την ορίζουσα από τον (D - xId)  

 

και έχω: 

ΧD=(a-x)(b-x) 
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Οπότε: 

D=  

Βέβαια, αυτό είναι εκφυλισµένο. Υπάρχουν πίνακες που µπορούν να διαγωνοποιηθούν και 

υπάρχουν πίνακες που µπορούν να τριγωνοποιηθούν. Είναι ο φορµαλισµός του Camille 

Jordan.  Η µέθοδος του Jordan σάς λέει ότι µπορείτε να κάνετε το ίδιο µε τους πίνακες που 

δεν µπορείτε να διαγωνοποιήσετε, αλλά µπορείτε να τριγωνοποιήσετε. Οπότε επάνω, αυτό 

που πρέπει να κάνουµε είναι να βρούµε την ορίζουσα, να κάνουµε το ανάπτυγµά της και όλα 

τα άλλα ξέρουµε ότι είναι µηδέν. Όταν έχω έναν πίνακα ο οποίος είναι τριγωνικός πάνω ή 

τριγωνικός κάτω, η ορίζουσά του είναι ο πολλαπλασιασµός από τα στοιχεία που βρίσκονται 

στη διαγώνιό του. 

(   ) ) 

 

Επιστρέφοντας στο x και τον αντίστροφό του, µπορούµε να δούµε -για να το καταλάβουµε- 

το παράδειγµα του ρολογιού. Όταν η ώρα είναι στο 6, µπορούµε να πούµε ότι είναι το +2 του 

4 ή το -2 του 8. Τώρα µπορούµε να ξαναδούµε γιατί ισχύει αυτό που γράψαµε παραπάνω για 

τις αριστερές και τις δεξιές G-δράσεις: 
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Sxy (a)=(xy)
-1

a=y
-1

(x
-1

a)=y
-1

 Sx (a)= Sy (Sx (a))= Sy Sx (a) 

                        ιδιότητα 

 

Για να το καταλάβουµε καλύτερα, ας δούµε πώς θα το γράφαµε εάν θέλαµε να το 

αποδείξουµε: 

(xy) y
-1

(x
-1

a)=x(yy
-1

)x
-1

a=xx
-1

a=a 

Οπότε το πρώτο = είναι καθαρά εφαρµογή του ορισµού (ax=x
-1

a). 

Το δεύτερο το δείξαµε τώρα, είναι µια ιδιότητα και τα υπόλοιπα είναι πάλι εφαρµογή του 

ορισµού. Στην πραγµατικότητα, όλα αυτά τα κάνουµε επειδή δεν µπορούµε να 

προϋποθέσουµε ότι είναι αντιµεταθετική. Αλλιώς είναι αυτονόητο. Αλλά η θεωρία οµάδων 

διαχειρίζεται και οντότητες που δεν είναι αντιµεταθετικές, άρα πρέπει να είµαστε 

προσεχτικοί. Εδώ αυτό που προσπαθούµε να δείξουµε είναι ότι ακόµη κι αν η οµάδα η ίδια 

δεν είναι αντιµεταθετική, η δράση της οµάδας είναι αντιµεταθετική. Βέβαια η ιδιότητα αυτή 

εµφανίζεται στη σύνθεση, οπότε στην πραγµατικότητα έχουµε αλλάξει πράξη. Αυτό που 

πρέπει να προσέξουµε είναι ότι µόνο στη δεύτερη ισότητα είχαµε να εφαρµόσουµε µία 

ιδιότητα. Τα υπόλοιπα ήταν απλώς ο ορισµός, έπρεπε να το γράψουµε κάπως και ο ορισµός 

µάς λέει πώς να το γράψουµε. Όλη η πολυπλοκότητα βρίσκεται στη δεύτερη ισότητα. Αν 

θέλουµε να το πούµε κάπως αλλιώς, θα λέγαµε ότι αυτό εδώ είναι ο γνωστικός πυρήνας. Εάν 

όλη η σειρά είναι ο προβληµατισµός σου, θα σου έλεγα ότι η πολυπλοκότητα του 

προβληµατισµού σου, είναι η πολυπλοκότητα του πυρήνα.  

πολ (πρ) = πολ (πυρ) 

Εδώ δεν πρέπει να µπερδεύεστε µε τους συµβολισµούς, γιατί τότε θα κολλήσετε στην 

τεχνική, ενώ υπάρχει τέχνη. Η τέχνη είναι η επιστήµη που καταφέρνει και κρύβει την 

τεχνική. Όλα αυτά που κάνουµε τώρα είναι µία νοητική άσκηση. Είναι µία έκφραση που 

χρησιµοποιούσε συχνά ο Einstein και έλεγε ότι για να βρεις ένα πείραµα, πρώτα πρέπει να 

κάνεις µία άσκηση σκέψης, για να βρεις τι θα µπορούσες να µετρήσεις. Ένα παράδειγµα 

είναι ότι όταν σου λέει πως η βαρύτητα τροποποιεί την τροχιά του φωτός, δεν είναι ένα 

πείραµα που κάνει πριν. Ας πούµε το να µετρήσουµε ότι το περιήλιο του Ερµή είναι 43΄΄ του 

τόξου σε σχέση µε το νευτωνικό, δηλαδή ότι δεν έκλεινε ακριβώς εκεί που θα έπρεπε µε 

βάση τη νευτώνια µηχανική, αυτό υπήρχε αλλά δεν µπορούσαν να το εξηγήσουν. Ενώ µε τη 

θεωρία της σχετικότητας, µπόρεσαν. Το άλλο όµως, είναι κάτι που πριν δεν το έκαναν ποτέ. 

Ας πούµε το παράδειγµα µε την έκλειψη: 

Σου λέει ότι αν βάλεις µια µεγάλη µάζα κοντά στην τροχιά του φωτός, τότε αυτή 

καµπυλώνεται και τελικά το αντικείµενο φαίνεται να έχει µετακινηθεί. Βέβαια η µάζα πρέπει 

να είναι αρκετά µεγάλη, όπως ας πούµε ο Ήλιος. Ωστόσο, µε τόσο λαµπρό φως που έχει, δεν 

µπορεί να φανεί η καµπύλωση του φωτός από ένα αστέρι που βρίσκεται σχεδόν πίσω του. 

Οπότε αυτό που έκανε ο Eddington ήταν να φωτογραφήσει το αστέρι την ώρα της έκλειψης 
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και κοίταξε τον ουρανό από πίσω, χωρίς τον Ήλιο, και είδε ότι τα αστεράκια που είναι πολύ 

κοντά, µετακινούνται. Αυτό είναι το πείραµα του 1919.  

  

Βέβαια τώρα ξέρουµε ότι µε τις µετρήσεις που µπορούσε να κάνει, δεν µπορούσε να το 

αποδείξει µε τίποτα… Όπως και ο Galileo µε τα δικά του.  

Για να προχωρήσουµε στις ειδικές περιπτώσεις G-δράσεων. Ορισµός 1.3.2 (σελ. 22): 

Έστω (G, · ) µία οµάδα και x G, τότε ονοµάζεται: 

αριστερός πολλαπλασιασµός επί x, η απεικόνιση Lx:g xg, 

δεξιός πολλαπλασιασµός επί x, η απεικόνιση Rx:g      gx 

συζυγία του x η απεικόνιση σx:g  σx(g)=xgx
-1

 

η συζυγία ονοµάζεται και εσωτερικός αυτοµορφισµός.  

Τώρα πηγαίνοντας προς το θεώρηµα του Lagrange, βλέπουµε τον ορισµό 1.3.3: 

Έστω Η µία υποοµάδα της (G, · ) , τότε κάθε σύνολο της µορφής 

 όπου  

Ονοµάζεται αριστερό συνσύνολο (coset) µε αντιπρόσωπο το x. Όµοια ονοµάζεται δεξιό 

συνσύνολο κάθε σύνολο της µορφής 

 

Οπότε τώρα µπορούµε να περάσουµε στο θεώρηµα Lagrange (1771): 

Η τάξη µιας πεπερασµένης οµάδας διαιρείται µε την τάξη κάθε υποοµάδας της. 

∀Η⊆G:  
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Από εδώ προκύπτει το πόρισµα 1.3.5 που µας λέει ότι «Αν η τάξη µιας οµάδας είναι πρώτος 

αριθµός τότε δεν έχει καµιά κύρια υποοµάδα»: 

 

Αυτό συµβαίνει επειδή, όπως ξέρουµε για οποιοδήποτε n, υπάρχει πάντοτε µία κυκλική 

οµάδα . Το ότι δεν υπάρχει υποοµάδα, στις οµάδες τάξης p, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει 

ένας γεννήτορας που παράγει όλη την οµάδα. ∆ηλαδή λέµε ότι ξέρουµε ότι υπάρχει και ότι 

δεν έχει καµία υποοµάδα. Αλλά έχει τουλάχιστον ένα στοιχείο µέσα. Άρα παίρνω αυτό το 

στοιχείο και του κάνω την πράξη µε τον εαυτό του. Θα πιάσει όλη την οµάδα, γιατί αν έπιανε 

κάτι άλλο, θα ήταν υποοµάδα, θα είχα µια µικρή τροχιά, θα ξαναερχόταν στον εαυτό του. 

Εφόσον όµως θα πρέπει να τους πιάσει όλους, έχει την ιδιότητα του κυκλικού. Άρα είναι 

κυκλική. Στις κυκλικές οµάδες όµως, µπορεί να είναι µόνο µία. Η  .  

Άρα θα µπορούσαµε να πούµε σαν δεύτερο πόρισµα ότι: 

Για p πρώτο, υπάρχει µοναδική οµάδα, η  .  

 


