Analyse multifractale I1

P.Gazzano, N.Lygeros

Ainsi que nous ’avons vu dans la note précédente, les valeurs du coefficient de Holder peuvent varier d’un
point & un autre. L’analyse multifractale a pour but de caractériser I’évolution de h: en fonction de t, et
de déterminer I’ensemble de points dans [0, 1] qui ont le méme exposant h;. Nous considérons pour la suite
un coefficient fictif s; = lim,, s;:) 4, qui peut étre I'exposant de Holder, I’exposant de mesure ou I’exposant
d’ondelette. L’objectif de cette note est de poursuivre ’étude en introduisant les spectres multifractals,
dans le cas déterministe puis dans le cas aléatoire. Les propositions sont illustrées par des études de cas
pour des processus déterministes. L’application pour des processus stochastiques sera étudiée dans une
prochaine note.

1 Formalisme pour les processus déterministes
1.1 Spectre de Hausdorff
(n)

Nous définissons les ensembles E* = {t : liminf, s;’(t) = a} et K* = {t : lim,, sg:z) (t) = a}, ’est-a-dire
I’ensemble des points ¢ qui admettent le méme exposant. Dans tous les cas, { E*} «cr forment une partition
de [0, 1], mais une répartition complexe de ces ensembles dans [0, 1] traduira la nature multifractale de
'objet considéré. Les sous-ensembles { £}, ont alors une dimension non entiere.

Définition 1.1.1. Le spectre de Hausdorff f est défini par :

fia— dimg (E*)

ou dimpy est la dimension de Hausdorff. C’est donc I'application qui associe la dimension de Hausdorff
de Pensemble des points ¢ de [0, 1] qui posseédent le méme exposant d’irrégularité a. Il s’agit donc d’une
fonction définie sur l’ensemble des réels positifs & valeurs dans [0, 1]. Le spectre f du processus décrit la
répartition statistique des exposants a sur le support de la fonction étudiée. Le processus étudié sera dit
autosimilaire si le spectre est réduit & un point, et multifractal si le spectre est une courbe. Le but de
I’analyse multifractale et de tracer le graphe de f.

1.2 Spectre de grain

Nous associons aux dimensions de boites un spectre de grain, de la méme maniére que nous associons un
spectre a la dimension de Hausdorff. Les boites permettent d’estimer dimg (E®) en comptant les intervalles
de [0, 1] pour lesquels Y posséde approximativement 1’exposant a.

Définition 1.2.1. Soit n € N,a > 0,¢e > 0 l'ensemble A, est défini par
Acn={k=0...2" —1:|s{") —a| < ¢}

et N (a,€) par

N (a,¢) = Card(A..,,)

N("')(a7 €) compte a 1’échelle n, le nombre d’exposants de grain qui sont égaux & a, & e-pres. Il est possible



de considérer la suite {N<")(a, e)} n € N. La suite n’est pas a priori convergente, mais il est évident que
Va > 0,Ve > 0, N(")(a,e) <2m

- (n)
et la suite fc(a) = {lim sup %

Comme Yn € N N (a,e;) < N™(a,e2) pour €; < €2, la suite fe(a) est croissante.
Les spectes de grains sont définis comme la limite supérieure et inférieure de cette suite.

} est bien définie.
e>0

Définition 1.2.2. Soit a > 0, les spectres de grains inférieurs et supérieurs sont définis par :

(n)
f(a) = lim lim sup In(N™(a, €))

e—0 n0o nln(?)

et lorsque la suite {N™ (a,€)}nen est minorée.

(n)
f(a) = lim lim inf %

f(a) et f(a) décrivent le comportement de I'histogramme N (™ (a, €) quand e tend vers 0.

Ces notions de grains sont utilisées pour faire face aux difficultés du calcul de la dimension de HausdorfF.
En utilisant un filtre de grains de différentes tailles de plus en plus fines, on aboutit & des notions plus
simples & calculer.

D’une maniere générale, nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.2.1. Soit a € RT, tel que E* ne soit pas vide, alors :

dimp (E*) < f(a)
dimy (K*) < f(a)

Démonstration. Soit a € R. Supposons que dimpy (E®) > f(a).
Cela signifie :

Jp > 0/ up(E*) = oo tel que f(a) <p

Comme la suite {p;;’e} est décroissante, alors

e>0
Jp > 0/Ve>0p; (E*) = oo tel que f(a) <p

_ _ In(N (™
La suite fc(a) étant croissante, nous avons fc(a) < p, c’est-a-~dire : Ve > 0, lim sup 11(17((;)76))
n—oo nln

On en déduit I'existence d’'un N € N tel que pour tout n > N et pour tout € > 0 nous avons :

<p

N(")(a,e) < 2"
ou p vérifie : Ve > 0, uy (E®) = 00

Nous allons construire un recouvrement de E¢. Si ¢t € E* alors lim inf 55;:1) = a donc

Ve > 0,3N; € N/Vn > Ny, | inf{s,g:l),m >n}l—al<e

Sin=DN:+1,alors a — e < inf{s,(;z),m > N¢+ 1} < a+ ¢, et nous appelons

S(mNt+1) _ inf{sgﬂ),m > N, + 1}

kmn, 41



Lorssquen=N:+2:a—¢€< inf{sfgz), m > Ny + 2} < a + € et nous appelons

(MmN, 4+2) .
sy T2 = 1nf{s,(gm>,m > Ny + 2}
M2 P m
On construit ainsi par récurrance une sous-suite de la suite s,(::l)
de la sous-suite :

et on appelle J(t) Pensembles des indices

T(8) = {Rmn, 1 By sas oo}

Alors : t € U I,i:)
kn€J(t)

Considérons maitenanﬂ N = inf N
teEo

Si nous considérons maintenant J(N) = U J(t), alors
tepa

J(N):U{kn:nzN,a—egs,(:L) <a+e}

Cet ensemble est indépendant de t et dénombrable. Nous pouvons alors considérer que les ensemble [ ,i::)
avec kn € J(IN) forment une recouvement de E, ayant tous une taille inférieur & 27

[e o) oo (e o)
ST =3 N™M (@927 <Y 2 < oo
kn>m

Ceci est absurde avec le fait que pour tout recouvrement E de E“, on a u;, () = oo.
O

En regle générale, il existera une valeur a = a pour laquelle f(a) atteindra sont maximum f(a) = 1. C'est-
a~dire qu’il y aura une singularité (<1ui sera beaucoup plus présente dans le signal que d’autres singularités.
Ceci revient a dire que la suite sk:) aura le plus souvent a pour limite. Pour d’autres valeurs de a, la
probabilité d’obtenir un exposant de singularité dans [a — €, a + €] diminuera avec un taux exponentiel de

f(a).

1.3 Théoreme des grandes déviations et fonction de partition

N (a, €) est le nombre d’exposants S](CZ) a I’échelle n qui sont & une distance de € de a. En d’autres termes,

N (a,€) est le nombre de k,, parmi 'ensemble Q = {0, ..., 2" — 1} dont sg;) se trouve & une distance € de
a:

N™(a,e) = Card(k=0..2" —1:a—¢€< sgﬂn) <a+e)
Il y en a au plus 2". Nous appelons A, I'événement {k, € Q : |5,(€:) —a| < €}, élément de la o—algebre
engendrée par les A.. Nous obtenons un espace mesuré (2,0, 1) ou p est définie par :

0 =s({ee i -l of) - Gy - g

Dans ce cas, il s’agit d’une probabilité, qui se ramene & un calcul de dénombrement.
D’apres le théoreme des grandes déviations, w tend vers —A(q) lorsque n tend vers l'infini,
olt A(q) est la transformée de Legendre de la fonction génératrice des moments.

LCet inf existe car aucun N; n’est égale & D'infini



1.4 Fonction génératrice des moments, Fonction de partition
Soit X une variable aléatoire dans un espace de probabilité (2,0, P) . La fonction génératrice des
moments est définie sur R par :
Mx(t) = E (e”‘)
Dans notre cas Q = {0, ...,2" — 1}. Nous posons la fonction h définie sur Q par :

(n)
h:ky, — 27 "%

Alors :

2" 1 271 2" 1
_ (n) _ (n) 1
E(h(k,)) = h(kn,)P(dx) = h(Xg)P(k, =k) = 27" kn Pk, = k) = 27"k —
(())/Q()() g:o(k)( ) ;:0: ( ) kZ:O on

2m—1
—n s(n) n 1
En posant A, = —nqs,(g:b) In(2) nous avons : Z e "k ! (2)2—" =E (qukn)
kp=0
Nous définissons S, (q) par :
2m_1
_ (n)1In(2)
Slg) = > e = 2" (e )
k=0

Définition 1.4.1. Nous pouvons définir la fonction de partition d’une fonction Y pour tout ¢ € R

o (8T (g))
7(g) = —liminf = e

avec

21 (n) (n)
5V = 30wk =[]
k=0

Nous pouvons simplifier 'expression de S, (q) sachant que par définition,
—nIn(2)s{” =In (sup{|Y () = Y(O)], u € [(k = 27", (kn +2)27"]})

Donc :
2m 1

S™(q) =" exp(glsup {|Y(u) = Y(®), w€[(kn—1)27", (kn+2)27"[})

2" 1
= > sup{|[Y(u) = Y(®), wu€/[(kn—1)27" (ka +2)27"[}"
k=0
271 .
Lorsque le processus étudié est une fonction de répartition, S<")(q) se réduit a Z m (I,E")> qui est une
k=0

expression de S que l'on retrouve souvent.

Notons deux valeurs remarquables : pour ¢ = 0 nous avons 7(0) = —1 et pour ¢ = 1 nous avons 7(1) =0

Proposition 1.4.1. Pour tout a > 0, nous avons




Démonstration. Supposons que pour tout a > 0 on ait f(a) > 77 (a). Pour tout ¢, il existe a > 0 tel que
Ion ait :

7 (a) < —lgla + f(a)
Par définition de 7*(q), il existe q1 tel que aqi — 7(g1) < —|gla + f(a). Il existe ensuite €; tel que Vp < e,
agi + |gla < f,(a) +7(q1). Or

f,(a) = limsup In(N™(a, p))

n—oo  nn(2)
e —In(S™ ()
) =R e
, In(N™(a,p)) .. In(S™ (q1))
Yo < er,aq1 + |gla <limsup = o — limsup = 2
1 N(n) S(")
Vp < ev.aqs + Iqlo < limsup n(N"(a, p)/S"™(q1))

En posant la suite

{IH(N(’“’(% P/SPa) ”}

Wn =520 k1n(2)

neN

Donc :
In(N®(a,p)/S N a1) | o

% 1n(2) = }

Je1 > 0/Vp <e1,Vn €N aq + |gla < sup{
neN
Par définition de la borne supérieure, on a :

Je1 > 0/Vp < e1,¥n € N, 3/ 20nktlalel o NK) (g ) /5% (gy)

or
S(k)(ql) > N(k)(a p)2—kqm+\q1\ﬂk

olailpk+lalak <1

Or, ceci est vrai pour tout p, donc en faisant tendre p vers 0, on a :

2|Q\D¢k <1

ce qui est faux, car |¢| > 0,k > 0, > 0.
Donc

Le théoréme suivant est 'aboutissement de I'analyse multifractale puisqu’il permet de calculer le spectre
f de maniere explicite a partir de la fonction de partition. En appliquant une forme légerement modifiée
du théoreme des grandes déviations, nous obtenons :

(5™ (9))

Proposition 1.4.2. Si la limite 7(¢) = —limp—oo @) eziste pour tout q et si T est une fonction
— (n) —
différentiable en q, alors la double limite f(a) = lime limy—oo % existe, et en particulier f(a) = f(a).

Nous avons de plus

f(a) =7"(a) = inf(qa - 7(q))

F(a) < 7*(a)




D’une maniére générale, nous avons uniquement 'inégalité entre f(a) et 7(a) pour tout a. Cette
inégalité est trés importante, car nous voyons que 7* est I’enveloppe convexe du spectre multifractal. Dans
le cas général, il n’est pas égal au spectre multifractal, mais dans le cas ou il y a égalité, nous pouvons
tracer le graphe du spectre en utilisant ’approche discrete avec les exposants de grains, les dimensions de
boites et les spectres de grain. On parle dans ce cas de formalisme multifractal.

2 Formalisme pour un processus aléatoire

Nous supposons maintenant que la fonction & analyser est un processus stochastique {Yi(w) : w € Q}, p+

a valeur dans R. Nous considérons alors que les exposants s,(vnl) (w) sont des variables aléatoires sur ’espace
.

Q' =Qx{0,...,2" — 1} o Q est I'espace du processus aléatoire dont sfcz) (w) est l’étude

Dans ce cas, les spectres f(a), f(a) et la fonction 7(q) deviennent des variables aléatoires. Nous
explicitons cette caractéristique par la présence de w dans les définitions :

Proposition 2.0.3. Si les variables sg:) (w)sont i.i.d, alors N(")(a,e) est une variable de Bernouilli défini sur
lespace {0, ...,2"}

N™ (a, €) compte le nombre d’exposants qui sont & une distance € de a parmi 2" —1 exposants, la probabilité

qu’un exposant soit & une telle distance étant p,, = Pr({a — e < s]iz) < a+€}). N(")(a,e) est donc une

variable de Bernouilli : , ’
Pr({N(a,e) = j}) = CF ph (1 = )"~

Nous devons alors modifier les spectres et la fonction de partition :

— le spectre f(a) (2) devient f(a,w)
— le spectre f(a) (2)) devient f(a,w)
— la fonction 7(gq) (4) devient 7(q,w)
2.1 Spectre de grain déterministe

Les deux spectres de grain déterministes de Y sont :

Définition 2.1.1. -
e In(Ea[N™(a,0)])
F(a) = lmlim sup === "5

et

n(Ea[N™(a,¢)])

oo ]
£l =it =, o

La relation qui lie f(a,w) (2) et F(a) est celle-ci :

Proposition 2.1.1. Va € RT, nous avons presque sirement :
fla,w) < F(a)

De plus, si pour tout n, les variables aléatoires {sfcn)} ) sont i.i.d, et si F(a) = F(a), alors nous
" ) knefo,...,27 -1

avons presque surement :

f(a,w) = f(a,w) = F(a)

20n peut considérer que s,(vn)(w) est une suite de variable aléatoire sur {0,...,2" — 1} x Q



Démonstration. Pour la premiere égalité, il s’agit de la méme preuve que pour l'inégalité dans le cas
déterministe. Nous avons par définition f(a,w) < f(a,w) et nous venons de voir que f(a,w) < F(a). Il faut
donc démontrer que F(a) < f(a,w) pour avoir les égalités. L'égalité F(a) = F(a) implique que la suite
converge. Plus exactement,

Ve 0,3N./¥n > N, Fla)+e> DEP)

_HT(Q)EF(Q)_E

i.e

Ve > 0,3N./Vn > N, 2"F@tne 5 gnp 5 gnFla)=ne

Nous allons démontrer que 'ensemble des w €  tels que f(a,w) < F(a) est nul. Cela signifie que

— In(N ™
o) > tim i e 2D

Ve > 0,3e1 > 0/Ve < e :

e (N (a,9) |,

In(N® (g, ¢)
k1In(2)

Ve > 0,3e1 > 0/Ve < e1,3N.,,Vn € N/(Jkn > n et N.,)

En posant v,, = inf { k> n}, I’expression devient :
n

kak > QkF(a)—ksl S N(k)(a7 e')
Posons maintenant v < F(a) — €,l = [2]”] Alors | — 1 < 287 < [. Puisque N (a,¢) a une densité
binomiale qui est croissante de 0 a la moyenne, nous avons :
k k
Pr ({w :N®(a,€) < ZIW}) <ICE (pp)' (1 —pi)*

Le terme de droite est le terme d’une série hypergéométrique qui converge. En utilisant le théoreme de
Borel Cantelli,

Pr ({w : N (a,¢') pour une infinité de n}) =0

In(N™ (a,€))
nln(2)
~. Puis en faisant tendre vy vers F(a), on a presque siirement

Donc, & partir d’un certain rang, lim inf < . En faisant tendre €’ vers 0, on obtient f(a,w) <
n—oo -

F(a) < f(a,w)

et nous avons les chalnes d’égalités.

2.2 Fonction de partition déterministe

Définition 2.2.1. La fonction de partition déterministe de Y est définie par :

e I(Ea(S™ ()
Tlg) =lminf == 55—

La relation qui lie 7(q, w) et T'(q) est celle-ci :

Proposition 2.2.1. Vg € R, nous avons presque sirement :

(g, w) > T(q)

T'(q) peut-étre considéré comme une enveloppe déterministe inférieure de 7(q,w).



Démonstration. Cette proposition revient a dire qu’avec une probabilité de 0 on a : 7(q,w) < T(g) pour
tout ¢ € R. En utilisant le théoréme de Borel-Cantelli pour démontrer que, pour tout ensemble dénombrable
de g, on a :

Z Pr(An(q)) < oo

On complete & R par compacité et continuité de 7 et T' et nous aurons alors le résultat recherché.
Nous posons :
Ac ={w:7(q,w) + e <T(q)}

Siwe A -
.. - In(S"(q,w))
—1 f———— 22 < T —
@l ey <T@
. In(8™(q,w))
& liminf === > —T(q) + e

or, comme la limite inférieure est croissante :

In(S™ (g, w))

ENY N, inf
< 3dN/¥n > N, 12{ FIn(2)

>k§n} >€—T(q)
< 3N/¥n > N,3k > n, S(k)(q,w) < oke—kT(a)

On pose N’ = inf N, pour pouvoir dire ensuite :

oo
Ay ={witlgw) —e<T@t= () J{w:sP(gw) > 2270}
n=N'k>n
Si on démontre que A 4 est de probabilité nulle grace & Borel Cantelli alors en posant A = Uq ensemble dénombrable
est de mesure nulle. Comme c’est vrai pour tout ensemble dénombrable et que les deux fonctions sont conti-
nues, on peut étendre ce résultat a R.

Ag,e

O

Nous avons 1’équivalent de la proposition pour le cas déterministe :

Proposition 2.2.2. Va € R,

F(a) <T"(a)

(n)
SiT(q) = liminf, o _W?&q#,)(qm admet une limite finie lorsque n tend vers l'infini pour tout ¢ € R, concave
et différentiable en q, alors F(a) admet une limite lorsque n tend vers linfini. Nous avons de plus :

F(a) = F(a) = T"(a)

Nous avons le corollaire suivant, qui est trés important pour I'analyse multifractale, et qui résume ’ensemble
des résultats obtenus précédemment. Ce résultat permet de calculer numériquement le spectre multifractal
d’un processus stochastique.

Proposition 2.2.3. Supposons que T(q) admet une limite finie lorsque n tend vers linfini, pour tout q de R, et
que T'(q) soit concave et différentiable en q. Supposons de plus que les exposants aléatoires {5;")} . ,

" )k, e{0,...,27—1
sont i.4.d. Alors si T*(a) > 0 alors nous avons presque sirement :

[(a,w) = f(a,w) = 7"(a,w) = F(a) = T"(a)




3 Etudes de cas

3.1 1°¢ étude de cas : I’ensemble de Cantor
3.1.1 La fonction de partition 7(q)

Nous avons vu dans la note précédente que I’ensemble de Cantor possede qu’'une seule singularité : }:g;

Lorsque n tend vers l'infini, N<”)(a, €) devient équivalent & ¢,2". Les spectres de grain sont alors égaux &
In(2

1 pour a = 1:123;'

La fonction 7(q) 1) est égale & :Eg; (¢ — 1). Le graphique est représenté a la figure 1.

F1G. 1 — Graphique de la fonction 7(q)

3.1.2 Les spectres de singularités

0549

FiG. 2 — Spectre multifractal de I’ensemble de Cantor

Le spectre de singularités est réduit & un point. Il n’y a qu’un seul ensemble de singularités dans [0,1], et
sa dimension est nécessairement égale a 1.



3.2 2¢m¢ &tude de cas : la mesure binomiale
3.2.1 La fonction de partition 7(q)

(n

Pour une cascade binomiale, la fonction de partition obtenue a partir du coefficient «;, ) et hi") coincident :
Supposons que M est la fonction de répartition d’une mesure binomiale. Elle est presque stirement crois-
sante. Alors pour tout ¢

Tolq) = Th(q)

et nous avons presque slirement 7, (g, w) = 7h (g, w).

2m 1
q
Nous pouvons calculer S(")(q) qui est égale a Z I (I,i?) car le processus étudié est une fonction de
kn=0
répartition.
2m_1
S™(g) =" (M ((ka+1)27") = M (kn27"))"
kn=0

Or, dans la note précédente nous avons vu que

M ((kn +1)277) = M (ka27") = M. M D MY Mo

1

Donc
P

S™(q) = Mg Y CF (M) (MP)" ™ = Mg (Mg + M{)"
=0

Nous pouvons alors calculer 7(q) :

_In(8™(q)) _ _In(Mg)  In((Mg + M)")
In(27)  In(2n) In(27)

tig) e

F1G. 3 — Graphique de la fonction 7 avec My = 0.3

i 05 (@)
T(q) = 1117111_1)nf T

La graphique de la fonction T(q) qui correspond est celui de la figure 3.

= —log, (Mg + M{))

10



3.2.2 Les spectres de singularités

Pour les mesures binomiales, nous avons les égalités suivantes :

dim(K*") = dim(E") = J(a) = f(a) = 7" (a)

Nous disons alors que la mesure binomiale respecte le formalisme multifractal.
Dans le cas des mesures binomiales, nous pouvons calculer explicitement le spectre f :

<N a In(1 — M)+ aln(2) 1 In(1—-M)+aln(2)
) =yan—ma=m™ (’ In(M) + aln(2) >’T (m(M) =) " (’ In(M) + aln(2) )>

024

064

044

02+

F1G. 4 — Graphique de la fonction f avec My = 0.3

La courbe s’annule en —log, (M) =~ 0.51 et —log,(1 — M) ~ 1.736. La singularité la plus fréquente dans la
mesure binomiale est égale & la moitie de —log, (M) et de —log,(1 — M), approximativement égale & 1.12.
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