
 

 

Ο τανυστής καµπυλότητας του Riemann,  

 

οι ταυτότητες του Bianchi  

 

και εξισώσεις πεδίου του Einstein 

 

Ν. Λυγερός 

 

 

Μέσω των συµβόλων του Christoffel Γ�,�
�

, η γραφή του τανυστή καµπυλότητας του Riemann  

 

είναι η εξής:   ����
� ≡ Γ��,�

� − Γ��,�
� + Γ��

� Γ��
� − Γ��

� Γ��
�

 

 

Αν εισάγουµε τοπικά αδρανειακές συντεταγµένες, η παραγώγιση ως προς �δίνει: 

�����, =
1
2

����,�� − ���,�� + ���,�� − ���,��� 

 

Κι αν γράψουµε τους τανυστές: ����,� και ����,� 

 

 

βρίσκουµε ότι ισχύει η εξής εξίσωση: 

 
�����, + ����,� + ����,� = 0 

 

Και αυτή η εξίσωση είναι ισοδύναµη µε την επόµενη: 

 

�����; + ����;� + ����;� = 0 

 

διότι στις συντεταγµένες µας έχουµε:  Γ��
� = 0 

 

Αυτή η τανυστική εξίσωση ονοµάζεται ταυτότητες του Bianchi. 

 

Μέσω της συστολής του τανυστή ����
�

, ως προς τον πρώτο και τον τρίτο δείκτη, 

καταλήγουµε στον τανυστή: 

��� ≡ ����
� = ��� 

 

Οι συµµετρίες αυτού του τανυστή ως προς α, β και ως προς µ, ν αποδεικνύουν ότι οι 

συστολές δίνουν τον ίδιο τανυστή ή µηδέν.  Κατά συνέπεια, η ουσιαστική συστολή του 

τανυστή του Riemann, είναι ο τανύσης του Ricci.  Με ανάλογο τρόπο, υπολογίζουµε και το 

βαθµωτό του Ricci: 

 

� ≡ ������ = ����������� 

 

H συστολή των ταυτοτήτων του Bianchi µάς δίνει: 

 

���������; + ����;� + ����;�� = 0 



 

ή  τις συνεσταλµένες ταυτότητες του Bianchi  

 

���; + �−���;� + ��
��;� = 0 

 

Αν κάνουµε ακόµη µία συστολή θα βρούµε: 

 

�2��
 − ��

��; � = 0 

 

Είναι οι διπλά συνεσταλµένες ταυτότητες Bianchi: 

 

Έτσι, αν ορίσουµε τον τανυστή    ��� ≡ ��� − �

�
���� 

 

βλέπουµε ότι είναι συµµετρικός και έχει την ιδιότητα: 

 
���

;� = 0 

Με αυτόν τον τανυστή ο Einstein έγραψε τις εξισώσεις πεδίου 

 
��� = 8!"#�� 

 

  


