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Résumé : - Nous étudions les liens entre le nombre n de sommets d'un poset et l'ordre a de son groupe
d'automorphismes. D'une part un théorème donne la valeur minimale de n et la structure explicite du poset
minimal lorsque a est �xé et premier. Un corollaire fournit une majoration lorsque a est une puissance d'un
nombre premier. D'autre part un tableau énumère les posets non isomorphes en fonction de n ≤ 12 et de a. Il pré-
cise la proportion des posets rigides et montre que le corollaire est optimal lorsque a est une petite puissance de 2.

Minimal posets having a automorphism group with prime order

Abstract : - We study the links between the number n of vertices and the order a of the automorphism
group a poset has. On the one hand a theorem gives the minimal value of n and the explicit structure of the
minimal poset when a is �xed and prime. A corollary provides an upper bound when a is a prime power. On
the other hand a table enumerates the nonisomorphic posets according to n ≤ 12 and a. It speci�es in which
proportion the rigid posets are and shows that the corollary is sharp when a is a small power of 2.

Théorème : - Soient a un nombre premier et n le nombre minimal de sommets de posets ayant un groupe
d'automorphismes d'ordre a. Alors :

� (i) n = a si a = 2
� (ii) n = 3a si a = 3, 5 ou 7
� (iii) n = 2a si a ≥ 11

des posets réalisant le minimum et possédant aussi un nombre minimal de relations étant respectivement :
� (i) ({x0, x1}, <) avec x0 et x1 incomparables ;
� (ii) ({x0, . . . , xa−1, y0, . . . , ya−1, z0, . . . za−1}, <) avec xi < yi < zi et xi < zj si j − i = 1(mod a)
� (iii) ({x0, . . . , xa−1, y0, . . . , ya−1}, <) avec xi < yj si j − i = 0, 1 ou 3 (mod a)

Corollaire : - Soit a = pα une puissance d'un nombre premier p et n le nombre minimal de sommets des
posets ayant un groupe d'automorphismes d'ordre a. Alors

� (i) n ≤ (1/2)f(4, α) si p = 2
� (ii) n ≤ f(3p, α) si p = 3, 5 ou 7
� (iii) n ≤ f(2p, α) si p ≥ 11
avec

f(k, α) = (k − 1)α+
∑
i≥0

βi ≤ (k − 1)α+ k logk(α) + k

où les βi ∈ {0, 1, . . . , k} sont dé�nis de manière unique en fonction de α et de k par :

α =
∑
i≥0

βiui, un = (kn+1 − 1)/(k − 1),

n∑
i=0

βiui < un+1,∀n ∈ N

Démonstration du théorème. - Soit a ∈ N∗, P = (X,<) un graphe �ni, n = |X| le nombre de ses som-
mets, A son groupe d'automorphismes, a l'ordre de A, (Xi)1≤i≤k la partition de X en orbites sous l'action de
A, en�n, k2 le nombre de Xi contenant plus d'un sommet.
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Lemme 1. - Tous les |Xi| divisent a.
Desormais P est un poset.

Lemme 2. - Si a n'est pas une factorielle, alors k2 ≥ 2.

Démonstration : Si k2 est nul, alors a = 1. Et s'il n'y a qu'une seule orbite qui contient plus d'un élément,
alors elle est composé de sommets ayant mêmes successeurs et mêmes prédécesseurs, ainsi toute permutation
des sommets de cette orbite est un automorphisme de l'ordre.
Désormais n est minimal.

Lemme 3. - Si k2 = 2, alors k = 2.

Démonstration : On considère le sous-poset constitué des deux seules orbites contenant plus d'un sommet.
Il y a une bijection naturelle entre ses automorphismes et les automorphismes du poset originel. Par minimalité
de n il n'y a donc pas d'autres orbites. Désormais, a est premier impaire.

Lemme 4. - Si k2 = 2 alors |X1| = |X2| = a et n = 2a.
C'est une conséquence des lemmes 1 et 3. Notons maintenant Pm,R le poset dé�ni sur {x0, x1, . . . , xm−1, y0, y1, . . . , ym−1}
par xi < yj si et seulement si j − i divisé par m donne un reste qui est dans R. Ainsi Pa,{0,1,3} est le poset
présenté dans le théorème lorsque a ≥ 11. Voici des résultats généraux sur ces posets.

Lemme 5. - Soient m ∈ N∗, R ⊆ {0,m− 1} et b le nombre d'automorphismes de Pm,R

(5.1) Si R 6= ∅ et R′ = {0, . . . ,m− 1}\R 6= ∅ alors Pm,R et Pm,R′ ont les mêmes automorphismes.

(5.2) Si c, d ∈ {0, . . . ,m− 1} sont premiers entre eux et R′ ⊆ {0, . . . ,m− 1} avec R′ = cR+ d(mod m) alors
Pm,R et Pm,R′ sont isomorphes.

(5.3)
� R = ∅ ⇒ b = (2m)!
� R = {0, . . . ,m− 1} ⇒ b = (m!)2,

� R = {0} ⇒ b = (m!),

� R = {0, r} 6= {0} ⇒ b = (2m/d)dd!, avec d = pgcd(m, r)

(5.4) b = m ≥ 3⇒ 3 ≤ |R| ≤ b− 3

(5.5) b = m⇐⇒ l'identité est le seul automorphisme de Pm,R laissant �xe x0.

(5.6) m = 3, 5 et 7⇒ b 6= m

(5.7) R = {0, 1, 3} et m ≥ 11⇒ b = m.

Démonstration. - Les premières assertions se démontrent automatiquement. Elles impliquent directement
(5.6) si ce n'est pour : m = 7 et R = {0, 1, 2} d'une part, et m = 7 et R = {0, 1, 3} d'autre part. Dans le premier
cas les permutations (0654321) et (2106543), portant respectivement sur les indices des xi et des yj forment
un automorphisme ne véri�ant pas le membre droit de (5.5) donc b 6= m. Pour le deuxième cas on utilise les
permutations (0 5 2 3 6 1 4) et (0 1 5 3 6 2 4). (5.7) s'établit par l'examen de tous les débuts possibles des
permutations (par notre méthode il y a 17 cas à traiter), qui montrent l'inexistence d'un automorphisme non
trivial laissant �xe x0.
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Lemme 6. - Si k2 = 2 alors P est de la forme Pa,R avec {0, 1} ⊆ R ⊆ {0, . . . , a− 2} et 3 ≤ |R| ≤ a− 3.

Démonstration. - Soit σ un générateur de A. D'après le lemme 4, X est l'union disjointe de deux orbites
X1 et X2 contenant a sommets.
L'on suppose que la hauteur de X2 est supérieure à celle de X1 et l'on étiquette alors les sommets en pre-
nant arbitrairement x0 ∈ X1, y0 ∈ X2 et xj = σj(x0), yj = σj(y0) pour 1 ≤ j ≤ a. Il su�t alors de prendre
R = {j|x0 < yj} transformé à la façon de (5.2). En conclusion les lemmes 6 et (5.6) impliquent k2 ≥ 3 lorsque
3, 5 ou 7, donc n ≥ a d'après le lemme 1. Le lemme 2 implique k2 ≥ 2 lorsque a ≥ 11, donc n ≥ 2a. Et les posets
donnés en exemple dans le théorème montrent les inégalités opposées, d'après (5.7) notamment.

Démonstration du corollaire. - Etant donné deux graphes G et H ayant g et h sommets, on dé�nit leur
composition G(H) en remplaçant chaque sommet x de G par une copie Hx

de H et chaque arc (x, y) de G par h2 arcs de même orientation reliant tous les sommets de Hx à tous les som-
mets deHy.G(H) possède alors g×h sommets. On dé�nit aussi les graphes autosimilairesG1 = G,Gi+1 = Gi(G)
et Cβ = ({0, 1, . . . , β − 1}, <N ). En raisonnant sur les diagrammes de Hasse, on montre facilement :

Lemme 7. - Soient G et H des posets, H connexe, et Aut(G) et Aut(H) leurs groupes d'automorphismes.
On a Aut(G(H)) = Aut(G)×Aut(H)g où g est le nombre de sommets de G.
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Supposons alors p ≥ 11, k = 2p, α écrit en base "k-rep-unit" comme dans l'énoncé du corollaire, et P =
Pp,{0,1,3}. L'union disjoint

⋃
i≥0 Cβi(P

i) possède un groupe d'automorphisme d'ordre Πi≥01 × (pui)βi = pα

d'après les lemmes 7 et (5.7), et
∑
i≥0 βik

i+1 = (k− 1)α+
∑
i≥0 βi sommets comme requis. A quelques précau-

tions près pour la connexité, les cas où p = 2, 3, 5 et 7 sont analogues.

Remarque. - Lorsque a = Πpp
αp , une majoration élémentaire de n est obtenue en sommant les majorations

données pour les pαp , mais il y a souvent mieux : le cas extrême survient lorsque a est une factorielle. Un exemple
moins évident est donné avec P11,{0,1,3}(P13,{0,1,3})

Ce travail a été �nancé en partie par le CNRS - Projet Médicis. Nous remercions également l'aide de R.
Chaunier. et celle de J. Marchand.

Note remise le 5 octobre 1993, acceptée après révision le 9 février 1994.
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