Remarque sur la formule de Minkowski-Siegel
N. Lygeros

Pour définir la formule de Minkowski-Siegel, nous avons besoin de quelques notions
préliminaires. Notre cadre théorique est celui des formes quadratiques entiéres a discriminant
+1. Pour cela nous considérons la présentation de Jean-Pierre Serre. L’étude concerne la
catégorie Sn. Un objet E de Sn est un groupe abélien libre de rang n, muni d’une forme
bilinéaire symétrique EXE — Z, notée (x,y) —x.y, telle que I’homomorphisme de E dans
Hom (E,Z) définie par la forme x.y est un isomorphisme. Nicolas Bourbaki a démontré que

cette condition est équivalente a la suivante. Si (e)est une base de E, et si a; =¢.€;, le

déterminant de la matrice A = (a;) est égale a +1.

Nous notons S= U S,. SoitE € S.
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E est pair (ou de type 1) si la forme quadratique associée a E ne prend que des valeurs paires.
Si E n’est pas pair, il est dit impair (ou de type I).

Théoreme de la finitude : Pour tout entier n, Sn ne contient qu’un nombre fini de classes
définies positives.

La détermination explicite (pour n < 16) a été effectuée par Hellmuth Kneser. Une autre
maniere d’aborder cette étude, c’est d’exploiter la formule de Minkowski-Siegel.

Dans le cas du type Il, nous avons les résultats suivants. Soit n = 8K et C,, I’ensemble des

classes, a isomorphisme pres, d’éléments E€Sn, qui sont définis positifs de type II.
Si E € Sn, soit Gg le groupe d’automorphismes de E.

Soit g I'ordre de G . Alors la masse de C,, au sens d’Eisensteinest: M = z —
EeC, gE

Dans ce cadre la formule de Minkowski-Siegel donne la valeur de M, explicitement
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Les B, sont les nombres de Bernouilli
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Cela permet de calculer les masses suivantes

M, =2%3°527"
M, = 691.2° 31577211713
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Théoréme (Mordell) : C, ={T,}

Ou I'y est le module quadratique E est un élément de S,

Schéma de la démonstration : M, =27".3°572.7"

|Aut(I, )| = 2+.3°5°.7

(cf. Nicolas Bourbaki)
M, =1/|Aut(I,))

et

Théoréme (Witt) : C,q ={I}, I’y ® T}

Schéma de la démonstration :

|Aut(I" ;)| = 2" (16!)
|Aut(I, ®T,)| = 223577
M., =691.2 %357 211 113"



Mie :}|/Aut(F16)|+}|/Aut(l“8 )|

Théoréme de Niemeier C,, a 24 éléments.

Pour n=32, les difficultés sont d’un autre ordre. En effet, comme M., >4.10" et g, >2
pour tout E, C,, a nécessairement plus de 80 millions d’éléments.



