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Μέζα ζην πιαίζην ησλ Master Classes πξνζπαζήζακε λα αλαδείμνπκε ηελ ηνπνινγία 

πνπ παξακέλεη ζρεδόλ άγλσζηε ελώ είλαη έλα από ηα πην ζεκαληηθά εξγαιεία ησλ 

Μαζεκαηηθώλ. Έλα παλέκνξθν παξάδεηγκα ηεο δύλακεο ηεο ηνπνινγίαο αθόκα θαη 

εθηόο ηνπ θπζηθνύ ηεο ρώξνπ, ην νπνίν είλαη ζρεηηθά θαηαλνεηό από όζνπο έρνπλ ηελ 

ειάρηζηε παηδία ζηα Μαζεκαηηθά, είλαη ε απόδεημε ηνπ Fürstenberg πεξί απείξνπ 

πιήζνπο πξώησλ αξηζκώλ. Γλσξίδνπκε όινη ηελ θνκςή απόδεημε ηνπ Επθιείδε θαη 

κεξηθνί ηελ έληερλε ηνπ Euler. Σε απηή ηελ απόδεημε, ε δηαθνξά πξνέξρεηαη από ηελ 

ηνπνινγία, ε νπνία πξνζθέξεη κηα εληειώο δηαθνξεηηθή καηηά ζην ζπγθεθξηκέλν 

πξόβιεκα. Ο Fürstenberg ηελ επηλόεζε ην 1955 θαη ιεηηνπξγεί κε ηνλ εμήο ηξόπν. 

Οξίδεη κηα ηνπνινγία ζην ζύλνιν , ζέηνληαο όηη έλα ππνζύλνιν U ⊆  είλαη 

αλνηρηό αλ θαη κόλν αλ είλαη είηε ην θελό ζύλνιν, είηε ε έλσζε ησλ αξηζκεηηθώλ 

αθνινπζηώλ S(a, b) (γηα a≠0) όπνπ S(a, b)={an+b/ n∈ }=a +b. Γηα ηνπο πνην 

εηδηθνύο απηό ζπκίδεη ηε ζεκαηνινγία ηνπ Dirichlet, ηελ εηθαζία ηνπ Hardy θαη ην 

ζεώξεκα ηνπ Green – Tao. Εδώ όκσο ην ζέκα καο είλαη απινύζηεξν. Χξεηαδόκαζηε 

απιώο λα εμεηάζνπκε ηελ ηζρύ ησλ αμησκάησλ ηεο ηνπνινγίαο θαη απηό γίλεηαη απιά. 

Εμ νξηζκνύ ην θελό είλαη αλνηρηό. Τν ζύλνιν  εξκελεύεηαη σο 1∙ +0=S(1, 0) θαη 

είλαη αλνηρηό. Γηα κία ζπιινγή αλνηρηώλ ζπλόισλ Ui θαη x ζηελ έλσζή ηνπο U, 

θαζέλαο από ηνπο αξηζκνύο ai γηα ηνπο νπνίνπο S(ai, x) ⊆ U, πξάγκα ην νπνίν 

ζεκαίλεη όηη θάζε έλσζε αλνηρηώλ ζπλόισλ είλαη αλνηρηή. Έζησ U1 U2 δύν αλνηρηά 

ζύλνια πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνπο αξηζκνύο a1 θαη a2 , ηόηε S(a, x) ⊆ S(ai, x) ⊆ Ui άξα ε 

θνηλή ηνκή δύν αλνηρηώλ ζπλόισλ είλαη αλνηρηή. Τώξα αθνύ ηζρύεη ε έλλνηα ηεο 

ηνπνινγίαο αο εμεηάζνπκε ηηο δύν ζεκαληηθέο ηδηόηεηεο απηήο, ηηο νπνίεο αλέδεημε ν 

Fürstenberg. Κάζε αλνηρηό ζύλνιν δηαθνξεηηθό ηνπ θελνύ εκπεξηέρεη έλα άπεηξν 

πιήζνο αθνινπζηώλ, θαηά ζπλέπεηα θαλέλα πεπεξαζκέλν ζύλνιν δελ κπνξεί λα είλαη 

αλνηρηό. Δειαδή, ην ζπκπιεξσκαηηθό ελόο πεπεξαζκέλνπ ζπλόινπ δελ κπνξεί λα 

είλαη θιεηζηό. Επηπιένλ ηα ζύλνια S(a, b) είλαη θαη αλνηρηά θαη θιεηζηά. Είλαη 

αλνηρηά εμ νξηζκνύ. Καη ηα ζύλνια S(a, b) κπνξνύλ λα εξκελεπηνύλ σο ην 

ζπκπιεξσκαηηθό ελόο αλνηρηνύ ζπλόινπ κε ηνλ εμήο ηξόπν: 

 
Με απηέο ηηο δύν ηδηόηεηεο ζα εμεηάζνπκε ην ζύλνιν  ην νπνίν είλαη θαη 

ε έλσζε ησλ ζπλόισλ  γηα p πξώην αξηζκό αθνύ νη κόλνη αθέξαηνη, νη νπνίνη 

δελ είλαη πνιιαπιαζηαζηέο ελόο πξώηνπ αξηζκνύ, είλαη ην -1 θαη +1. 

Μέζσ ηεο πξώηεο ηδηόηεηαο ην ζύλνιν  είλαη αλνηρηό. Καηαιήμακε ζην 

άηνπν, άξα ην πιήζνο ησλ πξώησλ αξηζκώλ είλαη άπεηξν. Απηόο ν ηνπνινγηθόο 

ηξόπνο πξνζέγγηζεο ηνπ ζέκαηνο, ην νπνίν αλήθεη ζηε ζεσξία αξηζκώλ, πξνζθέξεη 

πνιιέο δπλαηόηεηεο ζηελ έξεπλα αιιά θαη ζηε δηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθώλ. Γη’ απηό 

ηνύην ην παξάδεηγκα είλαη ηδαληθό γηα Master Class Τνπνινγίαο. 


